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N 日降水量的随机分布模式

张 耀 存
’

提 要

本文从逐 日降水过程干 湿 日演变的一阶M二 k o v 链 及 日降水量的 r 分布模

式出发
,

在理论上得到任意给定时期 N 日降水总量 及最大 日降水量的理论分布

函数
,

同时得到 N 日总降水量和最大 日降水量的数学期望和方差
.

衬所得模式

利用上海
、

湘京
、

广州
、

沈 阳和荆州等 5 个代表站 的实测资料验证
,

拟合效果

较好
,

由此初步证 实所得模式的普适性
。

因此
,

可利用该模式估计任意给定时

期内N 日降水总量和最大 日 降水量的概率 以 及相 应的降水保证率
.

研究一定时期内降水量的总体统计特征对于农业生产的合理布局
、

水资源的有效开

发和利用以及大型水利工程的设计具有重要意义
,

而从定期降水量的概率分布模式进行

研究是一条切实可行的途径
。

国外学者早在 50 年代就开始进行这方面的研究
,

并取得了

一些有意义的结论 [’一”]
。

么枕生在其著作 中比较系
‘

统地讲述了分布函数模式在气候统计

分析中所具备的理论
,

并总结了前人在这方面所做的工作I“l
。

但国内具体的研究工作还

不多
,

因此有必要进一步开展降水量分布模式理论和实际应用的研究
,

以便对我国不同

时段内的降水过程的总体统计特征有一比较全面的了解
。

由于逐 日降水资料的记录年限较长
,

易于获得可靠的资料
,

因此基子逐 日降水过程

的统计分布模式建立任 意给定时期 N 日降水量的理论分布模式
,

用 以推算该统计时段内

降水过程的统计分布特征
,

是一项有重要实际意义的工作
。

本文从逐 日降水过程的干湿

日演变M ar k o v
链模型及假设日降水量服从 F分布出发

,

得到任意给定时期 N 天降水总量

及最大 日降水量的随机分布模式和 N 天降水总量及最大 日降水量的数学期望及方差
。

根

据所得模式利用 5 个代表站的实测资料验证
,

拟合效果较好
,

初步证实该模式的可靠性
.

一
、

几个有关的概念

考虑 由N 天构成的某段时期
,

在这 N 天中首先定义一个只取 O 和 1 两个值的随机变

量 、
,

如果 N 天中第 j天是湿 日(日降水量大于或等于 0
.

1 毫米定义为湿 日
,

否则 为 干

10 . 5 年 7 月2 0 日收到
, 1 0 5 5年 1 0月 2 5 日收到修改稿

.

本院 8 8届硕士
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现为南京大学大气科学系博士研究生
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日)
,

则以 1 表示
,

如果第 j天是干 日
,

则以 。来表示
,

即

、

若第 j天为干 日

若第 j天为湿 日
( 1 )

n
�1上.r,呢几刀

一一刀

其中」二 1
,

2
, · ·

一
,

N
.

再以N
n

表示 N 日时期内的雨 日天数
,

则有

( 2 )

显然随机变量 N
n

可能取的值为 。
,

1
,

2
,

⋯⋯
,

N
。

N 日时期内第
v
个雨 日的降水量用七

、

表示
,

这段时期内的总降水量以 S (
n )表示

,

根据 ( 1 )
、

( 2 )两定义可有

凡
S ( n ) = 习 睿

, ,

占。三 o ( 3 )

由此可得 P{S ( n
) == O} = P{”

; = o
,

, 2 = o
,

⋯
,

月
。

= o} 以及 P {S (
n ) ) o} == 1 一 P {S ( n ) = o}

。

如果以 x ( n) 表示 N 日时期内的最大 日降水量
,

即

x ( n
) = S U P七

,

o ( , 簇 N
。

( 4 )

同样有P {x (
。 ) = o } = P {”, ‘ o

,

”2二 o
,

⋯ ⋯
,

刀
。

= o }以及P{x ( n
) > o} = 1 一 P{x (

n )一 0 }
.

由( 3 )
、

( 4 )两式可知
,

S ( n)
、

x( n) 是离散参数的随机过程
,

而且有 。毛 S ( 1 ) 廷 S ( 2 )廷 ⋯ ⋯

镇 S ( n) 及 。簇 x ( l) ( x( 2 ) 镇⋯ ⋯毛 x ( n)
.

由此在一定的假设条件下
,

可推导 出 S ( n)
、

x( n) 的理论分布函数及其数学期望和

方差的表达式
.

二
、

N 日降水总量及最大日降水量的理论分布模式

根据以上定义知道
,

事件序列 {N
。

“ 0}
、

{N
。

“ 1 }
、

⋯⋯
、

{N
,

= N } 代表样本空间

的一个有限划分
,

即对每一个 i 子 j有 {N .
= i } n {N

。

二 j} = e
,

而且

N

习 P {N
。

= v
}=

, 一 0

( 5 )

式中 O表示空集
。

下面进一步假设
:

( 1 沁
, 、

邑2 、

⋯ ⋯
、

邑
.

为同分布的独立随机变量
,

每日降水量的概率分布函数为H (
x

)

二 P{邑
,

《 x
}

.

( 2 )氛
、

邑2、 ⋯⋯
、

氛对于N
n

是独立的
.

根据以上假设应用 日降水量的分布函数 H ( x) 与概率P {N
。
= k } ( k为 N天中出现的湿

日天数
,

且 k 镇 N )
,

即可确定x( n) 和S ( n) 的理论分布函数及其数学期望和方差 [61 I了】
,

这里给出各量的计算表达式
。
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N 日时期内降水总量 S (n) 的理论分布函数为

F
二

(
x
)= P {S (

n
)(

x
}

N

= P{N
:

一 o} + 习 P{X
‘

簇 x }
·

P {N
.

二 k }

其中X 、二息、+ 七2 + 一 + 七k ,

k二 0
,

z
,

2
,

⋯
,

N
,

且 X 。三 0
.

N 日时期 内最大 日降水量的理论分布函数为

中
。

(x )二 P {x (n )《
x
}

N

= P {N
。

= o }+ 叉 P{N
。

= k }
·

{H (x
)}

七

( 6 )

( 7 )
k . 1

式中的 H (
x
)为 日降水量的概率分布函数

。

N 日时期内降水总量的数学期望和方差的表达式为

E {S (
n
)} ~ a E {N

。

}

V a r
{S (

n )} = 日E {N
n

)+ a “V a r
{N

。

}

其中a ~ E传
,

}
,

p= V a r
{息

、

} < co
。

N 日时期内最大 日降水量的数学期望和方差为

( 8 )

(9 )

E
{

X (
·
)}

一

氢
k P

{
N一 k

}
·

【I
。 ·

{
H (

·
)}

‘一 ’ h(
·
)d

·

]

V 二
{
·(

· ,

}
一

急
k P

{
N一 k

}
·

IJ
。
一 {

H (
·
)}

“一 ’ h (
·
)d

·

]

(10 )

(1 1 )

式中 h(
x
)= d H (

x
)/ d

x o

三
、

对概率P {X k ( x }与 P {N
。 =

k} 计算公式的改进

为了确定 N 日时期内的总降水量及最大 日降水量的理论分布函数 Fn (x)
、

中
。

(x)
,

必须计算 N 天 内 k 个湿 日降水量之和的概率分布P{X
、镇 x }及同一时期内出现 k 个湿 日

的概率 P {N
。

二 k }
,

k = O
,

i
,

⋯ ⋯
,

N
。

T o d o r o v ie和W
o o lh is e r

(1 9 7 5 )曾假设 日降水量

服从指数分布
,

得到了 N 日时期内总阵水量及最大 日降水量的理论分布函数模式 [了1
。

作

者用指数分布模式对所选代表站拟合 日降水量的试验结果表明
,

指数分布并不能很好拟

合 日降水量的概率分布
,

因此文献〔7 〕中得到的模式其通用性必然受到一定的限制
。

为

了得到适用范围较广的 N 日时期内降水总量及最大日降水量的理论分布模式
,

本文假设

日降水量服从 r 分布
,

即

H (
·

, 一不户
(可

X

一
‘日

(1 2 )
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式中的
X > 0, a

、

日为形状参数和尺度参数
,

且都为正值
。

考虑到氛
、

邑2
、

互独立的假设
,

根据文献〔8 〕
,

两个湿 日降水量和的概率密度表达式为

f: :
、 : 2

(
X
)一

丁
-

一

I
。

、

f: :(
x 一 。

)f:
2
(
u
)d

u

f‘i(
x 一 u

)f
: 2
(
u
)d

u

- 一一一工一一一一 广
r (a )r (a )日

“ +

了J
。(

x 一 u
)

a 一 ’e 一 (x
一 ”

)/ p u
a 一 ‘e 一“ /日d u

e 一 x / p

一双
a )r (a )日

a 十 a

对上式进行变换
,

令
u 二 tX

,

代入可得

{(
x 一 u

)
“ 一 ‘。 “ 一 ’d u

f : , 十 ; 2
(
x
)

_ 1 _ 。 十 。 一 , 一 二

一 了而干而)亘舀
不石盖

-

一
e

即两个湿 日降水量之和服从参数为 (a + a
,

助的 F分布
。

应用数学归纳法
,

假设
n
个湿

日降水量之和服从形状参数为
n a

、

尺度参数为日的 F 分布

f : 1
十 : 2十

.

⋯
、 :

:

(x
)=

1

F (
n a

)日
n “

x ” a 一 l e 一 x / 日 (1 4 )

则 n 十 1 个湿 日降水量之和的概率密度函数为

‘: 1
·
: 2 ·⋯⋯

:
。 十 1

(X )一

{〔
‘: !

· : 2·
·

⋯⋯ : 。‘
X

一 )‘:
。十 !

(
·
) d ·

e 一 x
j日

F (
n a

)r (
a
)日(

n 十 ‘)“式(
x 一 u

)
“ “一 ’ u “一’d u

作变换
u = t x ,

代入上式
,

则得

‘; 1
· : 。·⋯⋯

:
一(

X
, 一 r政石千、扎拍

而刃 i、 X (一 ,

一
“日 (1 5 )

即是; + 邑2 十 ⋯ + 邑
。 * ,服从形状参数为 (

n + 1 )a
、

尺度参数为p的 F分布
。

因此可有

P{X
k簇 x } =

1

r (k a )日
““ J

。 “‘ “ 一 ‘ e
一 “‘p “u (1 6)

这就是 N 日时期内 k 个湿 日降水量之和概率分布的计算表达式
,

在实际计算过程中可采

用数值积分方法
。

G a b r ie l和 N e u m a n n
早在 1 9 6 2年就已提出计算N 天 内出现 k 个湿 日概率 P {N

。

= k }

的方法工9 1
,

K : t z (1 9 7 4 )在此基础上作了改进
,

提出一种递推算法 [ ’“1
。

本文将采用K a tz 的计

算方案工‘”1
。

假设逐 日降水过程的干湿 日演变符合一阶M a r k ov 链模型
,

其状态转移概率为

p : s= P{
x 。

“j!
x n _ , 二 i} (2 7 )
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、
声、.夕、.声�

OOQ口�n�1上,上0自
了

‘/几
、了‘、、

其中几表示 N 日时期内第
n 天的干湿状况

,

i
,

j~ 0
,

1
.

令 中
。
( k ; N ) = P {N

二

= k 1
x o ~ o }

,

中
1
( k ; N ) = P{N

n

= k l
x 。二 1 }

,

k =

N
.

如果湿 日的初始概率为 p ~ P{
x 。一 l}

,

则有

P{N
。

~ k }= ( i 一 p )币
。
( k ; N ) + p 中

, ( k ; N )

式中的 ”
。‘“; ”’

、

中t ( k ;

啊
通过以下递

献
系式求得

币。犷k ; N ) 二 p 。。中。( k ; N 一 1 ) + p ol
劝

1 ( k 一 1 ; N 一 1 )

冲、( k ; N ) 二 p , 。
协
。
( k ; N 一 1 ) + p , 、

协
、( k 一 1 ; N 一 1 )

其中 k 二 O
,

1
,

⋯
,

N
,

并且有初始条件

中。( o ; o ) = 冲
,
( o : 0 ) ~ i

,

中
。
( N : N 一 z ) = 冲

1( 一 1 ; N 一 l ) = o

同时还可求得 N 天内的湿日平均天数

(2 1 )

、龟2、,尹

,目OJq山9自
了f、了吸、

E {N
。

} = N Q + ( p 一 Q )
- 1 一 d N ,

—
几

1 一 d

方差为

V a r
{N

二

}一 Q〔1 一 Q ) 〔N ( i + d ) / f 一 Zd f ’( 1 一 d ”)〕

式中的d = p 工, 一 p 。。
,

Q一 p 。, / ( i 一 d )
,

f二 1 / ( 1 一 d )
,

p 为湿 日的初始概率
。

四
、

计 算 结 果

应用上述方法本文对上海
、

北京
、

广州
、

沈阳和荆州等 5 个代表站分别 计算了10 天
、

20 天
、

30 天 内的总降水量及最大 日降水量的理论分布函数值
,

并且利用实测资料进行验

证
。

模式中参数由各站历史资料应用极大似然法求得
.

扩」夕不同时段内的雨 日天数

�3八U工Jl,
.J

八U

⋯

利用 ( 1 8) 式汁算了各站不同时段

内雨日出现的频率
。

图 1 给出北

京
、

上海两站 7 月份 10 天
、

20 天
、

30 天内雨 日天数的理论频率分布

曲线和由实际资料统计得到的频

率分 布 曲 线
,

干 湿 日 演 变 的

M a r k ov 链 漠型参数 见表 1
。

由

图 1 可见
,

利用和8 ) 式计算得到

的雨 日频率与实际 出现的雨 日频

率较为一致
,

同时还可知道北京

7 月份10 夭内出现 4 个雨 日的机

会较大
,

而上海出现 3 天雨 日的

2 0 1颐率
”
于 1 0

a .

北 京
n = 3 0

万飞

0 2

2 0‘颇率
1 0 1 2 1 4 1 6 1 8 2 0 2 2

天数
‘

2 4

b
,

上海

0
.

1 0

天数
10 1 2 1 4 1 6 1 8 2 0 2 2

机会较大
。

对于20 天
、

30 天这两个时段而言
,

北京
、

雨 日频率分布曲线 ( 7 月份 )
-

一理论计算值 —
一实际观测值

上海两站分别出现 9 天
、

13 天和 6
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天
、

10 天雨 日的可能性较大
,

这正是雨季气候特征在雨 日频率分布上的反映
。

这些气候

统计参数二般不能从气候要素统计表中直接查得
,

因此探讨它们的间接计算方法对于农

业生产部门具有重要的实际意义
。

表 1 M ar k o v
链转移概率值 表 2 拟合日降水量 F 分布的参数值

群巨 协 {
‘

Pl l

协 梁汤
参数

⋯
_

吧
卫

o
·

7 7 6 7

{
0

·

2 2 3 3

1
0

·

5 9 2 3

}
O

·

‘0 7 7

o
·

6 5“ !
.

”
·

”4 8 9
}
”

·

5 5 9

生!
0

·

4 4 0 “

北 京

上 海

0
.

5 0 5 4 1 ! 3 3
.

0 4 9 5 1

}
。

‘

5 3 1 6 : { : 4
.

6 5 5 5 4

(2 )逐 日降水量的概率分布 如前所述
,

逐日降水量的概率分布可用 r 分布模式

拟合
,

其形状参数和尺度参数用极大似然法求得
,

表 2 为北京
、

上海两站 7 月份日降水

量 r 分布参数的极大似然估计值
。

图 2 给出两站 7 月份日降水量的理论分布曲线和经验

分布曲线
。

由图可见
,

用 F分布模式拟合日降水量的理论分布其结果与实际观测资料的

1
.

0 0‘颐率

0
.

7 5

a
.

名京

0
.

5 0

经验频率分布比较一致
。

利用分布

的柯尔莫哥洛夫一斯米尔诺夫统计

检验法进行拟合适度检验 n ‘]( 见表

3 )
,

由此可以知道
,

对于 a 二 0
.

05 的

置信水平均能通过统计检验
,

因此
0

.

2 5

表 3 柯尔莫哥洛夫一斯米尔诺夫

0 4 4 8 8 1 3 2 1 7 7 2 2 1 2 6 6 3 1 0 3 5 5 适度检验统计量 (K一S统计量)
1

。

00

0
.

7 5
b

.

上海

0
.

5 0

0
.

2 5

0 2 4 4 8 7 3 9 7 1 2 1 1 4 6 1 7 0 1 9 5

降水量 (毫米)

默卜
一 “

1是端黑
城匕 京 }

1
.

0 6 0 1 4

1
_

一
} 1 1

.

3 6

上 海 }
‘

·

08 6 9‘
{

‘

_

用 r 分布模式拟合 日降水量的概率

图 2 逐 日降水是的理论分布(r分布)与经验分布曲线( 7 月份)

—
理论曲线 一一经验曲线

分布是可行的
。

( 3 ) N 日时期内总降水量的概

率分布 应用 ( 6 )式分别对所选

各代表站各月计算了10 天
、

20 天
、

30 天内总降水量的累积概率分布
。

图 3 为北京
、

上海

两站 7 月份10 天
、

20 天
、

30 天内降水总量的累积理论频率分布曲线和累积经验频率分布

曲线
。

由图可见
J

利用 (6 少式计算得到的10 天
、

20 天
、

30 天内降水总量的概率分布与实

测资料统计所得结果比较吻合
。

统计检验结果表明
,

各代表站不同月份的计算结果均能

通过 5 肠显著性水平的柯尔莫哥洛夫一斯米尔诺夫适度检验
,

由此可知该模式对位 于不

同气候区的台站都能得到令人满意的结果
,

因而其通用性能较好
。

根据这一模式可计算

N 天内总降水量超过一定数值的百分位数及降水保证率
,

从而为农业
、

水资源开发利用
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等提供所需的气候资料服务
。

(4 )最大 日降水量的概率分布

的累积概率分布
。

图 4 给 出北京
、

上海两站 7 月份 1 0天
、

2 0天
、

3 0

天内最大 日降水量的理论分布曲

线及经验分布曲线
。

由图可以看

到
,

理论计算与头际观测结果较

为吻合
。

统计检验结果表明
,

各

代表站不同月份的计算结果都能

通过 5 帕显著性水平的拟合适度

检验
,

因此用该模式计算 N 日时

期 内最大 日降水量的理论分布是

可行的
。

利用(7 )式分别计算各站不同月份的最大 日降水量

01 撅率

a
.

北京

旨袋:

4 5 9 0 1 3 5 1 8 0 2 2 5 2 7 0 3 1 5 3 6 0 4 0 弓 4 5 0 4 9 5 5 4 0

州
J

形蔚/ b
.

L海

五
、

结 语
‘5 ”。 ‘3 5 ’”。 2 , 5 2 , ” 3‘5 3”。 ‘。5 ‘

飞裳孔戳
、

本文从逐 日降水过程的干湿

日演变符合一阶 M ar k oy 链模型

及日降水量服从 r 分布的假设出

发
,

从理论上推导得到了任意给

定 N 日时期内降水总量及最大 日

降水量的随机分布模式
,

对模式

中的几个主要计算方 案 作 了 改

进
,

经实测资料验证表明
,

该模

式具有 汁算结果准确
、

适用性较

广等优点
,

因此可用 以计算 N 日

时期内总降水量及最大 日降水量

的概率及相应的降水保证率
,

从

而为农业生产
、

水资源利用及水

利工往设计部门提供一种定期降

水量概率分布资料的间接计算模

式
。

本文建立的 N 日降水量随机

分布模式属于气候统 计模式的范

畴
,

其计算结果为气候统计指标
。

图 3 N 日降水总量的理论分布及经验分布曲线 ( 7 月份 )

—
理论曲线

—
经验曲线

频率

尹) 代芬厂

上海

1 5 3 0 4 5 6 0 了5 9 0 1 0 5 12 0 东3 5 1 50

b
.

北京

3 0 6 0 9 0 1 2 0 1 5 0 1 8 0 2 1 0 2 4 0 2 7 0 加0

降水觉(毫米)

图 4 N 天内最大日降水 量的理论分布及经验分布曲线 ( 7 月份 )

—
理论曲线 一

一经验曲线

在逐 日降水过程的干湿 日演变 M a r k ov 链模型中
,

本文规定 (参考降水量的常规观测 )

大于0
.

”
毫米的降水日为湿 日

,

若改变此临界值
,

可把该模式推广到降 水 量 超 过 某 一
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界限的概率分布计算中
,

这对于实际应用部门具有重要的意义
。

关于逐 日降水过程的干

湿 日演变符合一阶 Mar k ov 链模型及降水量服从 r 分布假设的合理性问题将另文讨论
.

本文曾得到丁裕 国副教授热情指导
,

谨表谢意
。
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