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提 要

本 文利用非线性基本方程组和变分原理研究旋转大 气运动 的不稳定性问题
.

文中所 用 方法是普遍适用 的
,

甘各种 可能的基流模型都可 获得 其不稳 定性判据
。

例士。
:

适合于正压或抖压
、

分层 或连续模型以 及准地转模式或原始方程组 ; 基

流可 以 是带状或非带状 的(即平行流或非平行流)
、

定常的或非 定常的
。

虽 然基

流具有 多样性
,

但它们在由相 应的不 变泛函所决 定 的空 间内都是驻点(临界点)
.

如果在相应的泛函中将角动量守恒 包括进去
,

那 么墓流可 以 是非定常流
。

无论

线性或非线性二阶变分都给出不稳 定性判据
。

但 尤 其位得一提的是
,

本文 第一

次得到 关于 非 定常基流
、

地形扰动 流和非冶转流的不稳定性判据
。

同时本文也

指出 T 线性理论和我们 发展的 变分原理所得到 的不稳 定性判据之间的差别
,

该

差别说明 用非线性基本方程组的重要性
。

在最后一 节
,

将该理论推广到流体不

具有有限能量
,

因而 变分原理不能直接应用
·

的 清况
,

如 日
一

平 面
,

然而广 义 的

L ia p o u n o f f函数仍 然可 以 在 变分考虑下得到
。

一
、

引 言

大气运动的不稳定性问题是一般的流体力学不稳定性问题的一个组成部分
,

是一个

经典的
、

然而困难的问题
。

研究该问题 的一个比较完善的方法是求解相应的线性方程或

方程组的广义特征值问题
.

然而
,

此方法一般仅对带状 (平行)和定态的基流 是 适 合 的

(见L in
,

19 5 5 )
。

对非带状和定常基流情形
,

A r n o ld (1 9 6 5)提出了一种非常有力的变分

方法来求不稳定性判据
。

但迄今为止
,

文献中仅仅给出了二维无辐散模式的带状流或者

常定曲线流的不稳定性判据 (A
r n o ld

,

1 9 5 5 ; D ik il
,

1 9 5 5)
,

以及三维的但带有 等嫡下

界面的地转模式的不稳定性判据 (Bl
u m e n ,

1 96 5)
。

没有 任何人用变分原 理或线性方法

对三维原 始方程组求得普适的不稳定性判据
.

由于没有发展出普遍适用的方法
,

因而也

未曾有人对任何大气模型中非定常基流给出过普适的不稳定性判据
.
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为了填补这个空白
,

我们在 A r n ol d 方法基础 上发展了一种广义变分方法
,

这种方

法对于求出各种大气模式的不稳定性判据是普遍适用的
。

即
:

模式可以是正压的或斜压

的
、

准地转的或非地转的
,

且基流可以是带状的或非带状的
、

定常的或非定常的
。

注意

到不稳定性的线性理论是针对线性化方程(或方程组)而言的
,

而变分原理是建立在非线

性方程 (或方程组 )基础上的
,

因而由变分原理发展起来的理论是什对非线性情形
,

并且

只要求 L ia p o u n o ff 意义下的稳定性概念能适用即可
。

该方法 自然可用于研究小扰动的

稳定性
; 另外

,

也可用于特殊情形下大振幅扰动的稳定性研究
.

二
、

二维准地转模式的一般定理

在二维准地转模式 (或二维不可压缩流体 )的基本方程为位涡守恒方程 (或涡度守恒

方 程)

口q
.

亡 。 _
_

n

人丁一 飞 ~ v
’

V 性一
v

a t
(2

.

1 )

其中

f;
1

.
_

q 二凸 冲 一 K 一 一
-

一甲十 乙O C O S 口 (2
.

2 )

日中
a s in o口入 )

+ 矛(斋 ) (2
.

3 )

中是流函数
,

甲。是等价的自由表面的平均重力位势
,

f。是平均科 氏参量
,

。 是地球角速

度
,

V 和 △分别表示在半径为
a 的球面上的梯度算子和拉普 拉 斯 算 子

。

k 一 。
,

1
,

k = o 对应于二维无辐散模式
。

为简化起 见
,

此处略去了地形作用
.

从 (2
.

1) 可以得到能量
、

“

广义位涡拟能
”

和角动量诸守恒律
,

因此
,

我们有 如下

不变泛函
,

它是依赖于任意函数Q 和一些参量 r 。
、

r ,
、

r Z的中的泛函

‘(”卜{{
S

{
r 。

〔, :
Z
、 ‘ 一

疚
、

2

1
、 r , Q(q ) +

r Z

〔
5 1·。

韶
、 r 一

。 。 2

a ‘ 1 0 1 _ n

一 代

一
甲U 0 5 口

甲0 」)
d s一常量 (2

.

4 )

其中积分遍及整个球面
,

泛函 I即是 A r

no ld
一

D iki i泛函的推广(后者相 当 于 在 (2
.

4 )

中令
r Z 一 。沁 后面

,

我们将看到这种推广的重要性
。

换言之
,

总角动量守恒扮演着特

殊角色
,

虽然它是一阶泛函
,

不同于二阶或高阶的总能量和广义位涡拟能
.

给出一个扰动各中
,

在做一些基本运算后得到一阶和二阶变分从
、

护 I以及差 I (中十

乙冲) 一 I (冲)如下

乙‘一

{工{
一 Z r 。

”+
r IQ

/

(q , +
r Z

一
O

}
乙q d s

(2
.

5 )
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1(中+ 乙邓)
一 I(今)一从 + 乙“I+ ⋯⋯ (2

.

7 )

, 山 。
, / 、

d Q 。
, ,

d ZQ
.

, ,
_

‘ ,

。、
其中 Q

尹

(q )一典丝
,

Q ll 一 华华
。

此外
,

又有
d (1

’ 一

d q
Z ’ 一“ ” 一

’ ‘

I(冲+ 各冲)
一 I(中)= 乙I+ 么

21

它是利用 T a y lor 级数截断的 L a g r a o g e 公式而得到的
,

其中

(2
.

8 )

△2 1一
{{

_

丁
r 。

l :

一
: , .

f舌
{U v l

一

宁 K 一下

一

(“、)
2

〕
+
号Q

·
(q

·

)(“q )
2

}
d s ‘2

·

9 ,

q
一

q + r .

乙q o毛 r .

( 1

式中△
“
I不 同于 各

“
I

,

即Q
“

(q )由Q
“

(q
.

)代替
。

假设我们研究的所有流动状态都有平方

可积的位涡度
,

(参见曾庆存
,

定理 2
.

1

即
:

冲十 乙中任W ; (这相当于中+ 乙中任L Z , v + 各v 任L Z和 q + 各q 任L :

1 9 7 9 ))
,

并且 I和八“
I均存在

,

则我们有如下定理
:

方程 (2
.

1 )一(2
.

3 )的每一个形如 小(0
,

入一 入。t)

的解是泛函空间 中中 I 的驻点 (S ta ti o n a r y p o in t)
,

即 乙I-

一 r Z
邝 r0, 逆定理亦成立

.

(相角速度为入
。的行波 )

而 巨相角速 度 为 入。 -

证明
:

如果 冲(0
,

久一 入。t)是 (2
.

1 )的解
,

我们有口q归 t = 一 入祠q归入二 J(入禅
Ze 。 s。

,

q )

此处 J (札
a Zc os o

,

q )代表半径为
a 的球面上的雅可比算子

。

这样从 (2
.

1) 就得到

J(中+ 入
oa Z e o s o

,

q )一 。 (2
.

1 0 )

这意味着冲+ 入。护 c 0 S O是 q 的任意函数

中+ 入。a Ze o s o 一 Q (q ) (2
.

1 1 )

令
r : Q

尹

(q ) = Q ( q )
,

即

·, Q 一

{:
。

石(
X

, d
X

(2
.

12 )

而入。= 一 r Z / Z r。 ,

且 r 。笋 o
,

则从(2
.

1)可得

一 Z r 。
中+

r , Q
‘

(q ) +
r Za Z c o S O= o

因而从 = O成立
,

定理得证
。

再证明逆定理
,

给定一个 冲
,

如果 从 一 o
,

则(2
.

13 )满足

比算子后得到

J(
一 Z r 。冲+ r Za Z e o s o

,

q )二 o

(2
.

1 3)

对 (2
.

1 3 )和 q 施 以雅可

(2
.

1 4 )
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如果 r0 子。
,

通过令大
。

一 r/ Z r
,

可以将该方程变换到(2
.

10)
,

即 中一 中
.

(。
,

、一

礼
t )确

是(2
.

1) 的解
。

如果 r 。一 o
,

则从 (2
.

14 )可知 q 和 劝仅是 O 的函数
,

因而 冲也是(2
.

1) 的

解
,

只不过其相角速度等于任意常数 父
。
(此时的解为带状环流

,

相角速度又
。没 有明显的

意义
,

是可以任意的)
。

注 2
.

1 如果 r0 或 rl等于零
,

由 I 的驻点确定的流是带状环流
,

而且当 r Z
二 0 时为刚

体旋转状态 小二
一 a “入沁 。 5 0

,

其中入
z

为常数(流的角速度 )
。

而Q
‘

(q )一常数的情形 等 价

于 r , 一 0
.

然而当且仅当 r Z , 0时由从一 0确定的流才是非定常基流(相角速度入
。笋 。)

,

这

意味着通过在泛函 1 中引入角动量守恒使我们的理论可以同时用于定常流和非定常流
,

但A r n ol d和D iki i的理论只能用于定常基流
。

定理 2
.

2 如果 r :Q
“

(q )/ 2和
r 。
在流体中处处同号且为非负定(即

r , Q
“

) o )或非正定

(即
r :Q

“

( o )
,

则由函数Q (q )和参量
r。、 r : 及r Z通过乙I= o 确定的基流 伞(0

,

久一 入。t )对

任何小扰动各中任W 若总是稳定的
。

证明 若定理2
.

2 中的条件满足
,

我们能 取 !△
’
I}或更简单地取 }}乙训易作为

L ia p o u n o f f泛函
,

其中

: ‘资 l 一 . 门 ,,

}}“冲11备一 !
r ”“

一

矶 }
’

}}“中}}
2 + ] r “I

‘

!l己
”

11
2
+ }

r ‘

丫 !
’

}{“q }}
2 (2

·

‘弓

}!
·

!!是在L Z空间中的范数!}
·

}}
,

是 S o b o le v 空 I’ed 中的一种范数
;
!Q

“ 。

}是 !Q
”

(q )}的下

界
,

即

}Qll
(q

.

)}知
。s 。妻Q

“。 ,

(2
.

1 6 )

注意
:

本来在(2
.

1 5 )中Q
“二应定义为 }Q

“

(q
.

) }的下界
,

其中 q一 q + r ’

各q 既包含有基

流的位涡(q )
,

也包含有位涡扰动(乙q )
.

不过
,

函数Q (q )的定义只是对于基流来说 具

有本质的意义
,

即可以先把 Q (q )定义在基流的 q 所处的区间上
,

q 二毛q ‘ q M ,

其中 q 二

和 q M
分别记基流的 q 的最小和最大值

.

今若 q
.

= q 十 r ,

色q 不在此区间上
,

则可以将原来

的函数Q
“

进行开拓
,

使得在 q
.

> q M和 q
.

< q , 时都有旧
“

(q
.

) }异Q
”。 ,

其中的Qm’’ 满 足

(2
.

1 6 )
。

我们就取这样开拓后得到的函数作为本问题有关的函数 Q
。

于是我们有 协
“
l

}

》 11乙冲}}备
。

若砂 ‘o , 任W 鳌足够小
,

使得

}A Z‘。卜 j一撬
一

j
·

}!、、(。) }!
2 + , ·。卜 ,}、:

。。) }、

+

}号I{
S Q

·

(q 一 )(乙q (。), “(‘S

卜
乙

(2
.

1 7 )

则因八2 1的守恒性
,

有

}!5冲!!吞簇】△
21‘o ’! < 5 (O簇 t < oo

,

乙冲任S
。

) (2
.

1 8 )
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即基流(满足从 二 0) 对于任何扰动孙 任W 盆是

稳定的
.

- .

(2. 18 )的几何表 示如图 1
.

注 2
.

2 (2
.

1 7 )表 明
,

所谓小扰动意味着

各中
,

它的一阶 导 数 乙卜 二阶导 数 各q 在
r :Q

“

(q
’

)笋 0时的 L 空 间的范数均足够 小
.

这表明除
r ;Q

“

(q )二 0( 基流是刚体转动 )外
,

位涡度扰动(各q )在不稳定性质方面 起 着 重

要作用
。

当 rl Q
“

( q )二 0
,

各q 不包括在 范

数 !}乙训lw之内
,

但

I,
‘ ,。a韧卿

‘I

l协略

I场肛寸沪I

f哈‘

知
月

图 1 }}乙中{!器和 ,△“I‘0) !的几何表示

: 。

⋯
, , ‘ , ,

⋯
「 f孟

, . 。 , 1 . 。

⋯
。

一
,

,

110 甲11汤= l凸
“ 1 1= }r o ! ! K

—
1}o 叩}}

“

十 }1o v !I
“

l
‘ 甲O J

(2
.

1 9 )

也是全空间乙中任W ;的一种范数
,

且在所有时间( o < t < co )它守恒
。

即使在此情形下
,

我们也能证明 {{乙酬的守恒性
,

尽管 {{乙酬在 t < co 的有界性在稳定性定义中并不必要求满

足
。

其实
,

由于角动量守恒
,

吐角动量为线性泛函
,

故还有扰动的角动量守恒

,曰nnU

叮甲a各M ·

{1
5

[
5 1·。

盟
,

一 一。
·

乙、
〕

d s一 “M ‘“,

(2
.

2 0 )

又总位涡拟能也是守恒量

}lq + 。q 11
2一 !}q l一

‘+ 2

({
q o q ds + 11、q !!

2一常量
J J S

(2
.

2 1 )

现在
,

右边的首项守恒
,

而且由于基流相当于刚体转动
,

我们有

r
.

Q
Kwe

Z
+

�l

一.I
Lq 一

{
2又

:

1 + 尝
一
竺

乙甲。

孟一〕
+ 2 。

}
。。 ·”

( 2

因而从 ( 2
.

2 2 )和 乙M 的守恒性可知 (2
.

2 1) 右边第二项的守恒性( 见曾庆存
,

我们就得到( 2
.

2 1) 右边的最后一项守恒
,

即 !!乙q l}守恒
.

如果 Q
“ 。
一。但 r ;Q

“

( q ) 笋。
,

}!乙q }}
“的有界性能通过使用不等式

}】乙q !1= }】( q + 乙q ) 一 q l!镇 1}q + 邑q 1. + }}q l}

1 9 7 9 )
,

2 2 )

最后

( 2
.

2 3 )

而由总位涡拟能守恒 ( 即( 2
.

2 1 ) )推出
,

虽然在此情 况下不能保 证 在 任 何 时 间 t < co 内

}}各q !{的微小性
。

定理 2
.

3 由函数 Q ( q ) 和参变量
r 。

、

r ;和 r Z表示并疼过
乙‘一 。确定的叮。

,

卜又
。t )

可能是不稳定的
,

如果 r o
与

r ; Q
“

( q ) 的符号相反或Q
“

在流体中是一个符号不定的函 数
。

证明 在定理 2
.

3中所提到的条件对不稳定性是必要的
.

否则根据定理2
.

2可知流动

将是稳定的
.

注 2
.

3 对给定
r 。

、

r ;
、

r 艺和 Q ( x
)

,

如果Q ,( x
)不是变量

x 的线性函数
,

那么方程

( 2
.

招 )
一

可能有多个解
,

因此我们可以有几个由同样集( r 。
、

r : 、 r Z 、

Q ( x
) )确定的基流

.

假
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设其中之一(例如是本(氏久
,

t) )满足如下条件
:

( 1 )它的各
“I是正定泛函

;
( 2 )Q

“

(q +

如 )当】乙引 < 。时为正定函数
,

当 }如 !<
。不满足时为变号函数

,

其中q l是流中
, 的位涡

,

于是泛函 1
1

卿
,

了
,

q ) (即复合泛函 I (吟)) 在紧子空间 (讥十脚
· v ; + 乙 v ,

q , + 各q ) 中

的点 (冲
1 , 、 l ,

q l
)上达点极 /J’值I: (如果各

“I> o )或极大值 I (如果 5 “I< o )
,

其 中 (6中
,

枷
、

洛q
毕鲜

。

也许
。

协对满足 }晌询 f<
e ‘< 。的初始微扰是稳定的

,

但若 }如 ‘0)f < 。 ,

不

满足
,

则在这些扰动的作用下
,

流动有可能从伞
; 的邻域迁移到另一基流 (如冲

2
)的邻域

三
、

线性和非线性H a u , w itz 波的不稳定性

H a u r w 1t z 波族可以由乞I= o 得到
,

即由方程 (2
.

1 5 )确定
。

定理 3
.

1 (经典的)线性 H a u r w it z 波

口

冲一
冲
。~ 一 a Z入

二e o s o + 刃 A 二 P了(
e o s e)

e l m (卜入。‘) (3
.

1 )

皆球的化一归倒
l

!
、

可通过各I一 O 由线性函数
r 1Q ‘

(q )= Z b Zq + b :
确定

,

此处 p 号(
e o s o )

e , “孟

函数
,

人 m
(扭 一 。

,

1.
· ·

⋯ n
)是一些任意常数

f
, {

,。= b ,
/〔2 (

r 。+ b Z K f6 / 甲
。)」

{
、

:

一 : 2。 + a Z r Z
/ Z b

, : / 仁
n
(
n 、 , )

一 2 :

{、
。一 { 一 2。 、、

:

仁n (
n + , )

r

一 2〕}/ 、
n
(
n , , )+

K一f言/ 、
。
}

(3
.

2 )

(n 二 2
,

3
,

⋯⋯

定理的证明可直接将(3
.

1 )
、

(3
.

2 )代入到(2. 1 3 )而得到
。

注3
.

1 对一给定的线性函数
r :Q

‘

(q )
,

方程(2
.

1 3 )有解的充要条件是
r 。和 b Z

满足如

下条件
?

药一咖r 。

「 n (n + 1 )
.

, -

- 一 !
一,

, 叮 了, 一
-

个
K -

D Z ‘ a ‘

(3
.

3 )

n 二2, 3
,

4
,
..

·

⋯

r
V.weI
l
、

这意味着对任意给定函数
r 1Q

‘

和任意参量
r 。, r Z ,

⋯⋯
,

方程缸二 o 不一定有解
,

即

泛函 I可能无驻点‘

注释 3
.

2 对 由(3
.

1) 确定的线性H a u : w it z
波

,

有

众2 1一 。2 1一
。

JJ
s

{〔!
。: ,

2 + ·

磊
、。、)

2

〕
- (如沁
』二蝉业 + K

二
_

a “

印。

}
ds一 (不变量 ,

这里
, _

卜色劝
、

十卜v 可租乙q可以不是小量
,

即扰动乙中可以是大振幅扰动
,

我们得到
:

线性H au
r w itz 波可以是不稳定的

,

或者说至少是亚稳的
。

(3
.

4 )

所以
,

由定理 2
.

3
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扮H os k 至n s
(1 9 7 3 )和其他许多人指出线性 H 食ur 、 i你波

一

劝、 一 a

叹
c o s

o+ 凡聆(
。。s。介

。办一如 (3
.

1 )

可以是稳定的或不稳定的
,

这依赖于 H a
ur w itz 波的振幅 A 二 、

波数m 以及扰动的波数
。

然而这些结论只是在扰动由很少几个球谐函数表示时得到的
,

在一般情况下
,

即当称动

具有无限 自由度时
,

线性H “” r
下‘’

z波的稳定性问题仍有待解毕
。

现在
,

用 E
‘ 、

P
‘

记能
r

量和位涡拟能扰动
,

即
, 二

; 一
, 。 .

f茗
, . 。 二八

、

、! !“ v ]l
‘

十
、

K es币万二!}
。甲 11

“

J

!】乙q !】
“

(3
.

5 )

P , 兰生
Z

f谧l
、

则有 (见曾庆存
,

1 9 7 9 )

P , 一

乒
一

N
·
“

,

(3
.

6 )

因而可以重新将(3
.

4 )写成如下形式

(
‘一

瓮)
E

,

一绘

N
p
二 。p

(
n p

+ 1 )+
a : 代 f;/

甲 。

N b 二 、(
n + 1 )

一

、a : 、 f茸/ 甲
。

(3
.

7 )

续中

(3
.

8 )

(3
.

9 )

n 。

是扰动脚在二维球面上的一种加权平均波数
.

(3
.

7 )告诉我们
:

( 1 )如果初始平均尺

度 比基流尺度大
,

即 n ‘2
, < n ,

我们得到
:
己I/ 2r > o

,

而且在任何时候均 有
n p

< n 。

因

而 当扰动能量发生逆串级即
: , ‘扩<

n ‘召, 时
,

扰动的能量 E
‘

(O 和位涡拟能P
‘

(O 同时 减

小
,

即 E ‘

(t ) < E
‘

(o )
,

P ‘

(t )< P ‘

(o )
,

但当扰动能量顺串级 即 矛召
,
(t )>

n (宫
, 时

,

扰动

能量和位涡拟能同时增加
,

即E
‘

(t)> E
‘

(o )
,

P
‘

(t )> P
‘

(。)
;
( 2 )如 果

。 (g
, > h

,

我

们有乙
2
1/ Z r 。< o

,

土2
.

在任何时候均有
, n ‘含, >

, , 。

因此当
, l (书)>

n ‘君
, 有E

‘

(t )< E ‘
(o ) 和

尸 (t )< [)
‘

(o )
;

但当
n ‘二

’

< n (g
, 时有 E

‘

(t )> 毛
‘

(o)和P
‘

(t )> F
‘

(o )
。

这些结果表 明
,

扰动能量和位涡拟能总是同时增长或衰减
。

这与当基流满足稳定性的充分条件的情形大

不一样
。

其实
,

由线性理论 (见曾庆存
,

1 9 8 3 )或由(2
.

9 )表示的么
2
1可知

,

在稳定基流情况

下扰动的能量和加权位涡拟能是相互补偿的
,

扰动能量增加伴随着加权位涡拟能减小
,

或者反之
。

从 上面分析我们可以得出结论
,

相对于 在 所 有 时 间 内 有
n 。

( t )<
n

甲< n 以及
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乙2 1(o)/ Z
r。> o或 n p

(t )>
n ‘盆, >

n 以及 乙“x/ Z r 。< o 的那些扰动
,

H au r 访it z 波(3
.

1 )是稳

定的
;
但相对于其它扰动

,

H a u r w itz 波则是不稳定的
.

在这种意义上说
,

H au
: w itz 波

似是亚稳的
.

注 3. 3 我们能找出E
‘

的上下界
.

假如基流是一个由(3
.

1) 给定的H a u r w itz 波
,

为

方便计
,

将它改写成不
,

并将扰动、中改写成识
,

再假定初始扰动识 (0) 垂 直于万(0) (由

子
, ,土th,(

0) 表示 )
,

且 扰动角动量M ‘ (0) 一。
.

否则
,

如若有任何分量
“

平行于
”

不
(0 ’(记

作 少卿)
,

我们可从识 (0) 中减去 护 ,
,

并将其并入不(0)
.

为方便起见
,

我们记

识 二识
, + 识

,
(3

.

10 )

且有中
‘

(:) 二 0
.

今后
,

我们将球面
_

七函数F(0
,

入)的积分记为 < F >
,

例如
:

中“夕~ 0就

是 中(0)
、

识 (0) 沿全球面的积分为零
,

即

(丽
‘“,冲“

”, ) = o (3
.

1 1 )

受扰流币二冲十小
‘的能量服从

E (不十fo,)
一厄 + E

,
+ <、万

.

、、
,
十 ‘

嘴
一

丽
, )一 E (6)

甲O

以及

E
,
+ <、不

.

、、
,
+ ‘

应和
, )一 E (0 , 一厄 一 E , (。)

甲O

(3
.

1 2 )

此处
,

E 是基流能量
。

(3
.

12 )中第二个等式是利用 (3
.

n )后得到的
。

乙2 1 和 M
‘

的守恒

性给出

。
尹
一
弊(皿一 (, 一

毕
)E

产(。)

‘ T o i 、 b

(3
.

1 3 )
护

一从�E

M , 二 <
韶
二

5 1· 0一
。 , 2

尘竺
一

中
‘c 。 5 0 )二 M

, (。) = ( 3
.

1 4 )

现在
,

在 ( 3
.

1 2 )
、

( 3
.

13 ) 和 ( 3
.

14 ) 的约束下 E 尹的可能最大值和最 小 值 可 以 用

L a g r a n g e 方法确立
,

即满足乙J = o
,

此处

。
, . 、

r
,

二 _ 二 _
: , .

f ; 二
_ , , 、

J一 乙
‘

十Al 叹七
‘

十 又V 冲
.

V 甲
‘

十 K
~ 一
二一 甲 甲 )

、 甲 0

+ 入:
丈E

‘ 一 ( a Z/ N办p l
} + 入

3M ‘
( 3

.

1 5 )

抽
、

从
、

入3
是一些待定常数

。

通过大量仔细的运算
,

得到由E 声。

和E 产 ,
表示的E 尹的上界和

下界如下

E
, 。

-
入1

1 + 久1
A Z+ D子三 ( E

‘ , + E
‘ :
)
。

( 3
.

1 6 )
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E
尹-

入l

1 + 入1
A “+ D产二 (E

尹 , + E 尹 :
)

, (3
.

1 7 )

~
·

卜
. ‘n 、 _ 了 入

,

、 2

。
· 。 , , 一 “

‘ ’” ’

一 乙气丁干瓦 )
。 ,

产
- (3

.

1 8 )

其中E
‘、和E

‘产
扰动能量的两部分

,

它们分别垂直和平行于整族纯

(3
.

1 )中取入
:

= o)
,

而

H a u r w it z 波 ( 即 在

A Z =
1 、 :

门

气二 , 1、

Z 三

N 、

。 , , D 子
, ,

!A
二

}
“

r
_

N (9)

~ 1 1 一
一 、 ,

一
L 剑 b

(3
.

1 9 )

E
尹(0) (3

.

2 0 )
飞..J

N,一从一
,l

尸

I
L

f
一

~

鱼1
一、

、 1 十 入l /

一 ‘+

(
‘+

E
, (。》一 D二
A 2

(3
.

2 1 )

(3
,

2 2 )

+于
、./、.户

,

_
_

。
、

_ 2

(
互
幸万 )

l一 , 一

(
‘+
兰

‘

丫
”-

N
‘
一 n ,

(
n ‘

+ 一)+
‘a Zf若/ 印 (3

.

2 3 )

以及n, 为整数
。

依赖于
n
卿> n 、

一 n
或 < n

,

我们有 n, , co
、

= n 或

如果 E( 0) / A Z《 1
,

我们有

E
‘。 一 E

‘

(0) 七 E
, // 澎 4 A 2 (3

.

2 4 )

r E
, (”)

f(
E

‘ (o) 一 E
‘, 二 代

+ 。

! (
n ‘
里, <

n
)

(3
.

2 5 )

c E
, 〔o )

n (2)(
n (忿) + 1 )

一 2

n
(
n + 1 )

一 2

(
n 丈忿)>

n
)

其 中
, c > o

,

O (
‘

。
)= O (E

‘(0 ’/ A Z
)

.

(3
.

2 4 )说明可能的最强扰动为

协
‘二 一 2 (中+ a Z 入

z e 0 5 0 )

这 意味着原来的即基流的波状流可能完全被

破坏
,

受扰流动小变成与基流 冲完全反相
。

其次
,

(3
.

2 5 )则表 明
,

由于受扰流受非线性

方程控制总有一定能量保持在扰动之中
。

上

述结果可简示如图 2
。

最后我们指出
,

非线性 (广义 ) H
a u r w it z

波可以由(3
.

1 )确定
,

其 中 Q
‘

(q ) 是 q 的 非

线性函数
.

根据定理(2
.

2 )
、

(2
.

3) 中所述条

件
,

它们可以是稳定的或不稳定的
。

闪石
‘

P
『z x /2 ‘( 。

E
’‘o乙

了之x/z ‘ 二。

了之功‘> 口

:

以
.。诬 E二

图 2 叠加于线性 H o
ur w itz 波上的扰动 的

能量E
产

和位涡拟能P
产

的演变过 程
。

担
产 ,和 : E

尹 :为扰动能量的下界
,

分别

甘应 于乙2 1/ Z r 。> 0和各
“
I/ Z r。< 0 的情

况
。

E
, :

为扰动 能量的 上 界
,

E
, 。 一

E
, (o )二 4 A

Z 。 a 和 b 分另
,

1表示 n p

<
n
铭)和 n p

> n 丈合)的情形
。
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四
、

地形对定常流的影响及其不稳定性

如果计入地形的影响
,

也有与(2
.

1)
、

(2
.

3 )相同的方程组
,

但位涡度的定 义 不 是

(2
.

2 )而是下式

、一△、一 K 一

:趾、十 (2 。 c 。 S 。+ ‘
。

二 )

甲O 甲。
(4

.

1 )

其 中
,

甲.

是地形高度的重力位势
。

此时总能量和广义位涡拟能仍守恒
,

但总角动量不一

定是一个守恒量
,

因此
,

我们可以仍可取由(2
.

4 )定 义的 工(冲)作为 不
.

变 泛 函
,

但 令

r Z= O
。

这说明
,

(2
.

5 )一(2
.

1 9 )仍然有效
,

但其中取
r Z= o

,

且 q 由(4
.

1 )定 义
。

我们有

定理4
.

1 在地形 h
、

一 甲
,

/ g 上的所有可能的常定基流由泛函 I的驻 点确定
,

即满足

下述方程

一 Z r 。劝+ r IQ
‘

(q ) = o

q = △小
f o (4

.

2 )
一 汉 一

‘+ (2。
。。 5 ”+ ‘

贷
!

在地形影响之下
,

流动的稳定性仍可根据定理 2
.

2和 2
.

3来确定
。

定理 4
.

2 若在 I 中取 Q = q Z

和 r Z = o
,

并且
,

(
、 f。丫甲

。+ r 。/ r :
)
a Z
笋 n

(
n + 1 )

,

1
,

2
,

⋯ ⋯
,

即 r 。/ r l由下式确定

一
久

z

一 2。
·

[
2 +

(
· f言

. r 。 、
_ ,

1 一 ,

一
—

~ r 一- -
一 口‘ 一 l (4

.

3 )
甲0 r l

则乙I~ o 有解且唯一
。

它就是具有刚体旋转角速度入
:

的流受地形 h
:

影响取形成的定常流

动
。

如果 r 。/ r ; > o
,

即

(
1 + ·

盆
一
)
一

)、普
< 。

(4
.

4 )

此流动是稳定的
,

证明 取Q -

但若条件(4
.

4 )不满足
,

则可能是不稳定的
。

q Z , r Z一 。
,

从一 。确定出定常流所满足的方程如下

八中

_

2 , 2

淤
一

+
一

片
一

)‘一
2 。。。 5 0 一毓

一

(会
一

) (4
.

5 )

其解为带有常数角速度入
:

的带状流和由地形产生的扰动 F 的线性组合
,

即

冲=
一 a Z入

z e o s o + F

此处
,

入
:

由(4
.

3 )给出
,

而 F满足如下方程

(4
.

6 )

△F 一

‘
、

琐
一 +

一

r0
一

、F一
f

可‘华
\ 甲0 r t , 甲。 、 1 0

(4
.

7 )
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因此
,

F 由甲
,

唯一确定
,

假若(k f0
2

/ 小
。+ r0 / rl )

a Z
手 一 n

(
n + 1 )的话

, n 一 1
,

2
, · ·

⋯、

下一步
,

由定理 2
.

2可知
,

假设 (
r 。/ r ,

)
a Z

》 0
,

则稳定性的充分条件是满足的
。

在我

们这里的情 形下
,

由(
r o /r ,

)
a “> o

,

以及

E
O a Z

一 (
2 + ‘;

a Z 一

+ 尸
甲 0

入
:

就推出(4
.

4 )
,

定理得证
。

注 4
.

1 条件

a Z = 一 n
(
n + 1 )

n = (4
.

8 )
n

1

1rr

+

。

弱
�

肠
代

对应于共振情形
。

由 ( 4
.

3 ) 式
,

共振仅能在从> o (西风 ) 时发生
。

在这种情况下
,

对给

定的满足 ( 4
.

8 ) 的
n ,

仅当地形函数印
:

满足个述正交条件

rr 「
。 _ _ 。 ,

, f ; 、 :
,

飞。 。 , _ _ 。 、 _ f〕、 I c _
。 ‘ 月 。 、

J} LZ O C O S 帅
一

卜
又试 )

一

六
一

」P : (
c o ‘。) e f]〕‘

d s 一 ” (‘
.

9 )

m = 0
,

1
,

2
,

⋯⋯
, n

时
,

( 4
.

5 )才有解
。

此时解是不唯一的
,

它由对应于同一的 n 的所有球谐函数的任意线性

和组成即地形对这些定常的 自由波不发生作用
。

注 4
.

2 由于 甲
:

不显含在稳定性判据( 4
.

4 )之中
,

初看起来
,

好象地形不影响不稳定

性
,

其实不旗
,

因若无地形
,

则作刚沐转动的大气运动可在取
r , 一 。当 r 。笋 o

, n 羊。 而得

到
,

故由定理 2
.

2 即知它总是稳定的
。

然而地形嵌入到西风带来
,

形成了一些常定的波状

流动
,

于是 由它们表示的基本气流就不是带状的
,

而和 H a u r w i t z 波类似
,

可能出现不

稳定性
。

注 4
.

3 在地球大气中
,

飞
一

十( f
。“
/ 艺甲

。
)

a “二 3
口

因而具有角速度。> 入
:

> 一 。 / 3 的均匀

东风气流在地形作用下形成的定常运动 (基流 )是稳定的
,

但均匀的西风气流 (入
:

> o )或

过强的东风气流 (入
:

< 一 。 / 3 )可能是不稳定的
。

五
、

三维准地转模式的一般定理

此模式的墓本方程就是位涡变守恒
,

可以写成与 ( 2
.

1 ) 相同的形式
,

但 q 定义如下

q 一 △、+ 一

牛 (
一

乓
2

一丝 、十 2。 c 。 s。

a 性 、 C ‘ a 乌 ,
( 5

.

1 )

这里
,

o 簇 七( 1
, c “二 a R T

,
a 一 R 行一 丫 ) / g

Y
。

~ g /
c p ,

T ( Z ) 和 丫是平均温度垂直分布及其梯度
。

中还应满足两个边 条 件 (见

曾庆存
,

1 9 7 9 )

E < co ( 5
.

2 )
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。

(
b 二

( (5
.

3 )
、..产

,

月

冲

一a一K

报
一十

�

S

、,.产

理一一
.

冲
‘、

一日口

气一卜
京
一

、../

一
�

南一�,vs.一代
+

其中E 是总能量 (见下 )
,

下标 S 代表在下边界 屯二 1 的给定函数
,

这里暂时略去地形影

响
,

代 和 K ‘
一 。或 1, 、 = o 对应于垂直平均的整层无辐散近似

; 、 /
二 o 对应于等嫡下

边 界
。

从位涡的
‘、

了恒性和边条件 ( 5
.

2 )
、

( 5
.

3 )
,

我们有总能量 E
“

广义位涡拟能
”

F
,

角动量M和
“

广义边界能
”

B 都守恒
,

在我们的研究 中
,

不变泛函 I ( 中 )就是上面提到

的所有守恒量和一些参变量
r 。

(
n 一 o

,

1
,

2
,

3 ) 的线性组合

I (中) 一 Z r 。E + r 1F + r ZM + Z r 3
B 二常量 ( 5

.

4 )

其中 E 二

封工{
·

争
一

屺 +

J;l
, V ‘,

2 +

映
之

癸门叶 dS ( 5
.

5 )

F 三

11
5

{;
Q‘q’d屯d s

( 5
.

6 )

M 二
{(

_

干
一 K f若

a
s a Z

、
:

+

I;一
、·。d :

}
d s

( 5
.

7 )

B 三

!丁
s G ‘b’ds ( 5

.

8 )

G 是变量 b 的任意函数
。

求一阶和二阶变分
,

得

。卜I丁
s

{;卜
Z r 。
‘+ r IQ

/

( q , + r Z·2。。S

小
q d屯d s

+

{J
s

{
一G

,

( b , +
一

省:
+ 一乙”

。

〕
d s

一

( 2
r 0、

s 一 r Z

一
。)}〔(留 )

,

( 5
.

9 )

、2

卜{{
S

{;{
· 。

「}
v、、!

2 +

(瞥留 )
’

]
+
号Q

·

‘q , ‘s q ,
2

}
‘屯d s

击甲各
‘、了s一以2

口1八Us

.

r下厄了t

+ {(干
r 。K

J J S 、

+

告
一G

·

( b , (各b ,
2

}
d s

( 5
.

1 0 )

l(中+ 各冲)
一 I (小) = 5 1+ △ 21 ( 5

.

1 1 )

其中
八2 , 一

J{
S

{;{
r 。

l!v、、}2 +

(
‘

乒碧 )
’

〕
+
号Q

·

‘q
·

,‘乙q ,
’

}
( )乙d s

( 乙”
5

,
2
+
晋

G
“

( b
·

, (“b ,
2

}
d s

( 5
.

1 2 )a

2n
了
rl

十

{丁
S

{
r O K
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q
一

q + r ’

s q o越 r .

落 1

b
.

一 b + r . ’

齐b o 越 r 二簇 1

定理 5
.

1 每一个满足三维 准地转模型 (5
.

1) 以及边条件 (5
.

2 )
、

(5
.

3 )的函数冲(0
,

入 一 入。t
,

仁)是 I (冲)的驻点
,

且满足如下方程和边条件

一 Z r 。、中+ r :

Q
‘

(q ) +
r 乡Z c o , 0 = o

E < co

。
, , . 、 .

f孟
, _

r 3 勺 ‘。 , 十 赶丁
2

一

L乙 r “,
S 一 r “a ‘c 。 ””少一 ”

(5
.

1 3 )

(5
.

1 4 )

(5
.

1 5 )

其中 G 和 Q是两个给定的函数
, r 。是一些参量

, n 一。
,

1
,

2
,

3
,

相角速入。- 一 rz / 2r ‘

逆定理亦真
。

定理 5
.

1的证明基本上与定理 2
.

1相同
.

定理 5
.

2 一个由函数Q (q )
、

G (b )和参量
r 。

(
n = o

,

1
,

2
,

3 )通过各I = o 确定的

三维基流函数中( 0
,

入 一 入。t
,

乙)
,

若其
r 。、 r , Q

l,

( q )
、 r。‘a ‘

/ e , “和 r G
“

(b )都是 非 正

的或都非负的
,

则对任何小扰动都是稳定的
。

定理 5
.

3 如果
r 。、 r ;Q

” 、 r o K a
:

/ c s ‘ 和 r 3
G

即

没有同样的符号
,

或者Q
” 、

G
”

是 非 定

号函数
,

则基流 中(O
,

入一 入0t
,

之)可能是不稳定的
。

定理5
.

2和定理5
.

3的证明也基本上与定理2
.

2和 2
.

3的证明相同
,

但需取三维 L Z空间

的范数 1}川
3 ,

和三维S o b o le、空 j’ai 范数 !1川
3 , 。

和(2
.

1 5 )类似
,

今取

}.、、}. :
,
一

卜
·

蹂I
·

}!。、
、

一 +

!专
r 3
G

· 二

}
·

}}。b!‘
艺

+ : 。}
·

!}、
3
、、}.: +

}专
一Q

“ 皿

其中 !{川 与 (2
.

1 5 )中所定义的一样
,

即为定 义在半径为

IQ
“ 二

!和 }G
“ m

! 分别是 }Q
“

(q
.

)}和 }G
“

( b
.

)}的下界
,

即

}!乙q (5
.

16 )

a 的球面上的 L : 空间的范 数
;

.

) }
。* 。S 。 ) Q ,

.

) !。。C S 。 ) G
。

(5
.

1 7 )
qLU

j

‘、
.
了.、介介

QGr.、且、

而 V 3

则是准三维梯度算子

V
3
、、一 V 、、+

袱
‘

幼留 (5
.

1 8 )

其泛函 !!V
3
乙中日

3

定义如下

}{v
3
乙中}1; = 】!v s中}1爹+ {】

f吸 逃当
口屯

一 }{吝
v

, . 2 , : , f。屯 口乙中
. : 。一 “ 万 一 )元

~ (5
.

1 9 )
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于是我们有

1}乙小】】若
,

簇 {△
21‘o , ! (o蕊 t< co ) (5

.

2 0 )

因而当 }八2
I(0 ){ < 5

,

则在所有时间内有 1】各中}{置
,

< 乙
.

定理 5
.

2 的儿何表示与图 1 类似
。

注5
.

1 在三维斜压大气中的所有 H au
r w it z

波族能由乙I一 。确定
,

同时
,

我们也可

以得到与第三节相类似的结论
。

斜压H au r w itz 波已 在一些文献 中给出(例 如 见
:

曾 庆

存
,

1 9了9 )
0

注5. 2 在下边界为等位温面情况下
,

三维准地 转模式的定常基流的不稳定性判据
,

曾由 B lu m e n (1 9 6 8 )求得
,

显然它是我们求得的普遍判据的特例
。

其次
,

当下边界不是

等位温面时
,

B lu m e n
(1 9 7 8 )和 Z e n g 〔1 9 8 3 )曾求得线性化模式和带状基流的 稳 定 性 判

据
,

它同样也是此处我们给出的普适判据的特例
。

然而必须指出
,

只有用我们的方法并

取 r Z节 0才能得到非定常基流(斜压大气中线性或非线性 H a
盯 w itz 波)的不稳定性判据

。

注5
.

3 当考虑到地形影响时
,

位涡度守恒和(5
.

1) 一(5
.

3 )同样成立 只不过此时有

b ?

(豁)
s

十一‘
S

十 、‘。
一‘甲

忿

(5
.

2 1 )

这里 Z式 0
,

入)一 甲
:

( 0
,

久)/ g 是地形高度
。

有地形影响时角动量守恒不再成立
。

我

们有与第四节相似的结论
。

定理 5
.

1
、

5
.

2和 5
.

3也都有效
。 ‘

但此时应取
: 2 一 0

,

因而由地

形影响产生的定常流能通过从 二 0 而得到
,

而且
,

地形对稳定性的影响通过G
“

(b) 直接

进入到判据之中
。

六
、

正压原始方程组

基本方程组就是大家熟知的浅水波方程组
,

但写在旋转球面上
,

并且要计入科里奥

利力
。

这组方程可以变换成

J
v n

不 性 一 甲q V 入 ~
a t

口K
a口0

(6
.

1 )

口v *

不 又
一 甲 q V O二 一

a t

夕K
a s i刀 0口入

(6
.

2 )

刁q
,

一
_

。 _
_

石
.

一
~r y

一

V 甘一
a t

(6
.

3 )

其中
T ,

.

1
八 = 印十 下

~

气V 扩 十 v 犷j
石

(6
.

4 )

1
a s in o

口v 、5 in o

口0

一

会 )
+ 2 。
一。

} (6
.

5 )
尹
.‘‘1一印

一一
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而 印是 自由表面的重力位势
。

容 易证明方程组 (6
.

1) 一(6
.

5 )等价于在流体力学和动力气

象学中所普遍使用的该模式的方程组
,

其实
,

连续方程

口甲
.
。

一万
.

一 门- V
.

a t
甲 v - (6

.

6 )

可以很容易地 由(6
.

1 )
、

(6
.

2 )和位涡度守恒式 (6
.

3)联立而得到
,

假如 q 笋 。的话
,

(6
.

6)

中 v
·

( )是在半径为
a 的球面上的二维散度算子

。

此模式亦有质量
、

角动量
、

能量和广义位涡拟能守恒
,

于是可构造不变泛函如下

2 1(
v ,

甲) = Z r 。E 十 r : F + Z r ZM + r 3

M a (6
.

7 )

其中

。 1 「「
。 _ _ .

一
. 。 . 。 , ,

。

L
一

三下
~

曰 L 甲 】v l
“

一甲
“
」d 。

乙 J J S
(6

.

8 )

F 二

I{
s 甲Q‘q’ds

甲a
(
v 、+ a o s in o)

s in od S

(6
.

9 )

M ·

{I (6
.

1 0 )

M一{丁
, 、d s

(6
.

1 1 )

Q ( q )是 自变量 q 的任意函数
。

q 是
v 、

甲的函数
.

为方便起见
,

我们用 乙q记 q (
v + 乙v ,

甲 + 各甲 )和 q (
v ,

甲 )

之间的差
。

即

乙q 三 q (
v + 乙 v ,

甲 + 各甲 )一 q (
v ,

甲)

一 U 一「
一

1
石

印 + 6 甲 L a s z n 廿

口乙v 入5 in o

口0

口员, 、1
-

口入 / J

乙甲

甲十 5 甲
(6

.

1 2 )

我们有

和

其 中

色q ~ 各l q + 乙Z q + ⋯⋯

各q = 乙lq + △名q

(6
.

1 3 )

(6
.

1 4 )

乙
lq

1

甲a s in o

口己v , 5 in o

口0

日乙v 。

(6
.

1 5 )

岛
Zq

一 1

a s in o

口6 v 、5 I n 0

口O

口乙v
八 各甲

. _

了 乙甲
石闷

.

刀一二二一 飞一 城 几
~

二一
a 八 ,

甲 、 甲

八 2 〔l ~ 乙
(1 一 乙lq =

卜生 「(
_

_

二k
_

、 卫
-

了旦互, 丝卫旦
甲 L 、甲 + 乙甲 , a s in o 、 口0

+ 〔毛
乙甲

甲 + 乙甲

乙甲 、
、 _

一二万一 刀 U 性

甲 ,

半)
乙
‘q (6

·

‘6 ,

鄂 )

(6
.

1 7 )

枷
.

甲2
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利用公式(6
.

1 5 )一(6
.

1 7 )
,

可以得到泛函 I 的一阶和二阶变分如下

2。卜仃
s

{【
一(2 、+ !: ‘

2
)+ 2一(一 + a O S *·”, 一‘

·”+ r l
(Q 一 q Q

,

,
‘

+

小
,

+

l
r ·2 甲二 + 一Q

·

口q
a s in o口入 }

、V 。+

{
一2 甲一 + 2一甲一 ‘·”

、

,
了、

、
尹

00QU曰‘1月.上

:
一

:Q
,

儡
一

」
乙一
}
ds

(6

2色2 ‘一

仃
s

{「
r 。

〔
、 !爵 ,

2 + (“甲, “+ 2乙甲;
·

“丁〕
+ 一
「号

Q
“

‘q ,‘乙
lq ,

’

+ Q
,

(q , (、5
Zq + 冬、“l q ,〕

+ 2 : 2·“甲“· 、S ‘n ”

}
d s

,.
1 ..J.一

11
5

{
一、

{
5一 + ‘一 + ·

二:
5 ‘·”’5 甲 乙甲

甲 〕
’+ 一、

【各v .
+ v 。

竺
,

甲

+ r 。

(
‘- (

v 、+ a r 。一 , r Z s in o )
“+ v 。“

甲
)!
。甲⋯

」
’

(6SJU
、宁」

I (
v + 乙寸

+ r ;

署Q
“

(q )〔右
‘q 〕2

甲 + 乙甲 )和 I (
v ,

印 )之间的差由下式给出

I(
v + 各 v ,

甲 + 各甲)
一 I(

v ,

甲)= 乙I+ 乙
2 1 + (6

.

2 0 )

或
目一争

I(
v + a v ,

甲 + 5 甲 )
一 1(

v (p )= 乙I + △
21 (6

.

2 1 )

, lJ .
、刃少

其中
2 八 2 , 一 ({干

r 。

「
甲二 }、万一

2 + (、、)
2 + 2 乙甲(

J J S 、 ‘

v
.

乙
v

省
甲” Q

“

(q
‘
)(乙q )

”+ 甲Q
‘

(q )八
“q

一11.j

f十

+ Q
,

(q , 乙、乙q〕
+ 2 r Z·乙、乙V 入s‘·。

}
d s

q�,
口

..J
一 ({干

r 。、二 「。
v 、+ (

v 、+ a r Z r 。一 , s ‘n 。)
J J S 、 ‘

乙甲

甲二

+ ·。、二

l
乙一 + 一 乙甲

甲二

1
, _ CP

」 下
工 1

一
二Q

“

2

(吐工l
、q

」
“

+ · 2

(
‘- (

v 、+ a r Z r 。一 ’s i n 臼)
2 + v 。“

印二 ) [
。甲

」
2

}
d s

( 6
.

2 2 )

(甲二三 甲 + 色印 q
.

~ q + r .

各q o 提 r .

蕊 1 )
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(6
.

22 )与(6
.

1 9 )在系数上不一样
,

在 (6
.

2 2 )右端的积分号下 甲和 Q
“

( q )分别 由甲 二 和

Q
“

(q
’

)所代替
,

这是由于

(甲 + 各甲) }
v + 各v

!
“一 (甲 + 各甲) (}

v }2 + Z v
·

各
V
+ }乙

v }“) = 甲卜

+ [ 1
v l”乙rp + 2 甲 v

·

乙 v 」+ [ 2 各(p v
·

各 v + (p 二 Is
v
l
“〕

(、 + 。、 )Q(q + 。q )一(甲 + 。甲 )〔Q(q )+ Q
‘

(q )、q + 喜Q
“

(q
·

)(。q )
2〕

‘

= 甲Q(q )+ [Q (q )乙甲 + 甲Q
‘

(q )各
‘q 〕+ [甲Q

‘

(q )△
Z q

+ Q
‘

(q )。甲。q + 粤
、二 Q

“

(q
·

)(。q )
2〕

‘

定理 6
.

1 原始方程组 (6
.

1) 一(6
.

3 )的每一行波解集(
v
(e

,

入 一 入t )
, v

( 0
,

入

入t)
,

甲 ( e
,

入一 入t ))对应于泛函空间(
v ,

甲 )中 I (
v
) 甲的一个驻点

,

且可由如下方程

组确定

2 中 · 2 一
I
K +

: :一
‘·。(一 +

一
‘· 0 ,〕一

(Q
一 q Q

‘

,一 (6
.

2 3 )

甲q v 。- 一
口中

a s in o口入
(6

.

2 4 )

甲q

(
一 +
釜:一

‘· 。
)
一

黑 (6
.

2 5 )

其中设
r 。手 。

,

证明
:

设 (

而相速度入。- 一 r Z
/r

.

v
( 0

,

入 一 入。t )
,

印 ( 0

逆定理亦真
.

,

入 一 入。t ))是方程组 (6
.

1 )一(6
.

3 )的解
,

将其 代

入 (6
.

1 )一 (6
.

3 )
,

因此时有口阳 t = 一 入祠/ 口入
,

气 口v
。

八 e一闷又
~

一 一 甲 q V 入 -
a 八

故有

口K
a夕0

二 口v 、

八 u一‘护 一 印 q V J
-

a 八

口K
a s in o口入

(6
.

2 6 )

(6
.

2 7 )

又
。

粤
一 + 了

·

v q -

a 八
(6

.

2 8 )

如若按 (6
.

2 3 )中第一个等式定义函数 中
,

且令
r Z /r 0 - 一

凡和
r 。一 1

,

就有

盟一 糯
一 咖

q 一‘· 0 一、杂

口K
a s in o口入

,

二 口v *

州卜八 n 二二
.

-
口人

口中
a s in o口入
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将其代入(6
.

2 6 )
、

(6
.

2 7 )
J

就推得 (6
.

2 4 )
、

(6
.

2 5 )
。

其次
,

由(6
.

2 6 )和(6
.

2 7 )我们还有

V q
口中

甲q a口
+ 入o a s ln o

口q
a s in o口入 _

、

旦更
-

二 、鱼1
印q a s in o口入 / a口O

= J 二J(。
,

q ) + 丸即
甲 q o 人

(6
.

2 9 )

将其代入(6
.

2 5) 后得到

了 1 、
, /

二
_ 、

吸 一
-

一一 , J 气甲
,

q 夕~
\ 甲q ,

(6
.

3 0 )

因此
,

2 中是以 q 为 自变量的函数
,

记作中 ( q )
。

至于函数 r 1Q(q )
,

则可通过求解下列

常微分方程得到

r l [ Q(q )
一 q Q

‘

(q ) ] 一
r 。= 2 中(q ) (6

.

3 1 )

此处
, r 卜 r :

为常数
, r , 笋 。

。

因此
,

(6
.

2 3)也满足
。

定理得证
。

下面我们来证明逆定理
。

设函数 (
v ,

甲 )满足方程组 (6
.

2 3 )一(6
.

2 5 )
。

按(6
.

2 3 )
,

可用 K 和 v 表达中
,

于是由(6
.

2 4 )和 (6
.

2 5 )
,

就得(6
.

2 6 )和(6
.

2 7 )
,

且有入
。= 一 r Z

/
r 。 .

接着
,

由(6
.

2 4 )和(6
.

2 5 )我们就可以得到 (6
.

2 9 )
。

此外
,

(6
,

2 3 )中的第二个等式意

味着 2中是变量 q 的函数
,

从而 I (中
,

q ) ~ 。
。

这样一来
,

由(6
.

2劝也就推得 (6
.

2 8 )
。

所有这些就表 明函数 (
v ,

甲)确实构成方程组 (6
.

1) 一 (6
.

3 )的行波解
,

并
一

段入。- 一 r Z/ r o
。

注 6
.

1 尽管在曾庆存的书(1 9 7 9 )中没有用到变分原理
,

为了寻找原始方程组的常定

特解
,

书中已经得到了相应于 r Z ~ o 时方程组 (6
.

2 3 )一(6
.

2 5 )
; 书中并发展了一种类似

于求解
r Z手 O时的方程组(6

.

2 3 )一(6
.

2 5 )的方法
,

以得到广义的 H au
r w it z

波
.

广 义 的

H a
ur w itz 波是原始方程组的解

,

是第三节中的经典 H a
盯 w itz 波的修正

。

一些这样 的特

解可以在曾庆存的书以及曾庆存
、

张学洪和袁重光的文章 (1 9 8 5)中找到
。

注 6
.

2 对于给定集合 (
r 。, r : , r Z , r 3

和Q (q ))
,

可由方程乙I= 0得到方程组 (6
.

1 )一

(6
.

3 )的解(认 小)
。

利用该解并重复定理 6
.

1中的步骤
,

我们就可由(6
.

3 1 )构造
r 。、 0

的新函数Q ( q )
,

这就意味着在不失普适性的情况下
,

我们总可取 r 。手 0
.

此外在不失

普适性的情况下
,

我们也可取
r 。一 r l ~ 1

,

因为 r l
在Q 中可看成一个系数

,

并且 r , = o等

价于 Q 三 0o _

定理6
.

2 由从 一 。确定的流动
,

对于能使A ’工是 (邑
v ,

乙印
,

乙q )的定号泛函的扰动

子空间而言是稳定的 ;
但对于补空间而言可能是不稳定 的

。

(6
.

3 2 )

定理 6
.

2 的证明与定理 2
.

2
、

2
.

3 的证明基本相同
。

特别地
,

伪
v ,

各甲)
,

其Q
“

(q
.

)和 中二分别有下界Q了和甲
。 ,

且满足

Q
“

(q
’

)) Q扩 ) 0

‘ 甲二 妻甲二

如果对 一 给 定 的 扰 动

(6
.

3 3 )
a n d 甲二 ) (

v 、 一 a入。5 in o)
z + v o Z
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则对所有 t ) 0, 我们能取△
“I或更简单地取

!}。下
,

。、l!墓一 、。

「11。
v 入+ (

v 、一 。

久
。 , in 。关辱黑

,
}1
2 + 一lo

v 。+ , 。 一

户黑 11
‘ 甲 甲

二 、 : 。 . , , .

i n
"

十 Ll 一 r r 。川 }O 甲 }}
“

十 二于甲。叹 m }】O q }1
“

‘

(6
.

54 )

作为 L ia p o o u n o ff范数
,

并有

11己
v ,

己甲 !!昙抓八
“I(0 )

F r
是F : 。 u o d e

数的上界

(6
,

3 5 )

此处
,

F r m
一 m a x

且取
r 。一 r : = 1

。

如果 F r m

< 1
,

v
声印/ 甲

’ .

】}
“的一致有界性通过 (6

.

一致有界性
。

其实
,

我们有

仁v
; 一 a入

。 5 in o〕2 + v若 丫
, 。 。 。 、

L ’ 六

一生
11‘二」共兰生一」一二卫一 ~

】 〔6
_

3 6 )

甲一
,

则 }{乙中{1
2 、

}}乙
v 入+ (

v 、一 a 入5 in o )乙甲/ 甲二 11
2 和 }}乙

v 。+

3 5 )就可以得到保证
,

进而还可求得 }I各
v 。
!1
2和 11乙

v *
}}
“的

{1乙
v 入
}I一 l{乙

v 入一 (
v 、 一 a入。 5 in o )

一

之
甲

乙甲 一 (

一
又
。 5 1 士1‘, ,

一

笋
,,

、 {}。一 + (

一
又
。 5 1·。,
郭

、 :{。一 + (

一
又
。5 ; · 0 ,
笋

-

:}乙一 },、 ,!5一 + 一
君黑

,,+

}}+ }!(

一
又

0 5 1。。,
拿黑

,‘

,, + ,,

一
久
。S ‘· o ,,
会

,,“甲,,

v 。
1{一

一

}}乙甲 1}

当取了 r 。一 r : 一 1 之后
,

不稳定性 的必要条件是以下条件中之 一
:

一个非负函数
,

即在一些区域中

Q
“

(q
.

) < O

或者‘b )
,

存在一些区域
,

在其内有

(
a
)Q

扩

(q
’

)不是

(6
.

3 7 )

1 一 <生 二 旦玉。飞i李旦竺业豆<
0

甲
(6

.

38 )

注6
.

3 根 据在线性化模式的理论(曾
,

1 9 7 9
,

1 9 8 6 )
,

在基流为带状的且为定常的情况

下
,

不稳定性可分为三类
:

条件(6
.

37 )给出正压不稳定和惯性不稳定(对称不稳定 是 它

的特例)
; 而条件 (6

.

3 5) 是只给出超临界高速 不稳定
,

此种不稳定首先由Li n( ]9 55 年 )在

空气动力学 中给出
,

继由曾庆存 (19 62
,

未发表 的文章)在旋转一维浅水模式中给出
,

后

又被 B lu n l e n
(1 9 7 0 ) 和 S a lo m u r a

(1 9 5 1 )推广到二维无科氏力的浅水模式
,

而 曾 庆 存

(1 9 7 9 )则推广到有科氏力的二维情况
。
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注 6
.

4 在带状且定常基流情形下
,

不稳定性存在的必要条件(6
.

3 7 ) 和 (6
.

3 5) 基本

上与线性理论相同
,

但量上稍有不同
。

在非线性情况下
,

我们有 (6
.

38 )
,

而在线性情况

下
,

由5 ”I的分析 或由以前的线性理论(曾
,

1 9 79
,

19 8 6 )结果则有

1 一
(
v 、 一 a入。5 1n o )

2 /
。

上 - 一 一 一 一一
-

一一一

—
、、 U (6

.

3 9 )

对比 (6
.

3 9 )与(6
.

38 )可知
:

当Q
尸

> o (这时只可能发生超临界高速不稳定性 )
,

非线性理

论给出的存在超临界高速不稳定性的区域要比线性理论预计的大
.

其实
,

如 果 带 状 常

定基流处于临界稳定状态附近
,

则一个微小 的但却是负的 各甲可能使条件(6
.

3 5) 得 到满

足
,

因而基流稳定性可能遭到破坏
。

相似的考虑也能应用到正压不稳定和惯性不稳定的

分析上
。

这个例子告诉我们考虑非线性的重要性
,

尽管乍一看起来线性化方程对于徽小

扰动而言是有效的
.

七
、

分 层 流 模 式

假设有 J薄层均匀流体
,

其上边界面密度和速度分别由Z k 、

P k和 v 、表示
,

k 二 1
,

2
,

3
,

⋯⋯
,

J (见图 3 )
,

我们有如下的基本方程组 (见曾庆存
,

1 9 7 9 )

氰
” + 二

·

v

一躲
一

+ ‘2 。一“+
vâ

·“”’一 (7
.

1 )

口v 、; .

一
_

。 丁 J 十 v k
.

V v 让 - 一

O t

口印k

a s in o口入
Z o C o S O + 五

一 C t g o )
v 。

a

(7
.

2 )

口h k

口t
十 V

·

v kh k = (7
.

3 )

k ~ 1
,

2
, · ‘

” “

此处
,

h k一 Z
k 一 Z k+ 1

是第 k 层流体的厚度
,

叭

是其上界面的析合重力位势
,

即

k

CP k = 刃
k , . 1

卫丝二鱼生上g Z
k ,

(7
.

通)

P ‘

图3 分层 流模式示意图

此外
,

为简单起见
,

取p 。三 0
,

而 Z J十 :
(0

,

入)

则是给定的不随时间而变的最低层流体的下边

界的高度
。

用这个模式来近似描述海洋比描述大气要

更好些
.

不过
.

这是一个有趣 的模式
,

因为它

部分地表示了斜压性
,

而且在该模式启发下
,

我们能够探讨在垂直上离散化了的模式和连续

模式之间的区别及其机理
。
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与(6
.

下形式

1 )
、

(6
.

2 )
、

(6
.

3 )类似
,

方程组 (7
.

1 )
、

(7
.

2 )
、

(7
.

3 )可以很容易地 变换成如

豁
一 h kq 产 、k

一绘 (7
.

5 )

口v ; 。
. ,

一

犷
卞 “ kq kv “‘二 -

口K k

a s in o口入
(7

.

6 )

留
+ 二

·

v q k一 0
(7

.

7 )

其中

。
.

1
.

一
入k三 甲k一丁 I v “ (7

.

8 )

抓

1

a s i n o (
口v 、, 5 in 。_

口0

口v ok

)
+ 2 。· 0 5”

} (7
.

9 )
r
之
.‘1一hL

一一一q

我们有不变泛函如下

一 J

2 1 (
二 ,

(p )~ Z r 。E + Z r ZM + 艺 (
r l kF k + r 3‘M a k

) (7
.

1 0 )

~~ 卜

其中 v 和 甲包含了所有分量
v k和叭

,

k . 1

k 二 l
,

2
,

3
,

⋯⋯
,

J

hk
I

v 、
}
’+ 卫旦二旦竺止 9 2 : )

d s
(7

.

1 1)
几

E 三

告JJ
S

自
p k

(

M 全

JJ。戳
“p

·

h
·s ‘“。(

v ‘k + a 。 , ‘n 。)“S

F k 二

且
p , h kQk

(q
k
)d s

M a

一仃
S p k h

kd s

(7
.

1 2 )

(7
.

1 3 )

(7
.

1 4 )

Q k
(q

k

)是 自变量的汪意函数
,

也依赖于下标 k
。

此外
,

若 Z
:

(O
,

功咨 。
,

则应取 r Z 一 。
。

现在
,

我们有

L几“V
�又曰

, l.J2、‘一

自丁)
S

{1
2一h k

一 + r I kQ
“ k

‘q
·

, 口q k

a s i n s口入

+

1
Z r 。h 、· 、k + Z r Zh ‘书 5 1 · 0

一
Q一( q

k ,
黯〕

乙一

+

卜
。
( 2甲

k + }二}之) + 2 r Z ( V 入k+ a。 5 i n 。)
a s in 。

+ r l
(Q

k 一 q kQ
‘、

( q
k , + r 3 k

〕
“h、

}
p kd s

( 7
.

1 5 )
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2 5 2‘一

{{
s

息{
一h 、

(I
“一 + U

k

瓷〕
2 +

[
各一 + 一立互

坠
1

h
‘

J

邑h

h k )

+ r 。9

1(
卫k 一 Pk 一 x _ 且卫迎生

g h k

一翻 2
_ p 卜 ;

}V }
k一 ,

p 、g h、一 x )(
邑Z k

)
2

毙
色Z ·“Z 丘

·
,

J
+ 一警

Q 一(q
k

)(乙
! q k

)
2

}
p kd s

一 h k ‘ ’

(l
“一+ U 七

令 }
’
+

{
乙一 + 一
杀

}V
k
! (7

.

1 6 )

气

、,/
,一, ...J

+2
J
刃目

2△2 , 一

J{ {

十 r 。:

「‘笙、
-

L 、
P k

{V
k
!
“

g h k , .

一 2

p卜 ,
}V l卜

,

p ‘g h之
一

贫 )‘
乙Z ‘

)
2

十 2
一

l 写
V k

;h k ‘

}
2 。 。 。 。 l h

‘

八
。 , . 、 , 。 、 。

、
, 。

护
“乙 ‘o 乙‘ + ,

」十
r , ‘

了同
’

“‘q k
一

从 。q 口
‘

了p , a 。 (7
.

1 7 )

其中 U k 笼 v * 、+ a r Z r‘ , s in e
,

V k二 o ov ok + 入o u *

h k二 三 h k + 各h、 q k .

三 q 、+ r 、 .

八q k o毛 r k .

簇 1

注意到任一个二次型能够通过合适的线性变换化成对角型
。

例如
,

引入

乙刀~ X 一 1乙Z

就有

(7
.

1 8 )

(7
.

1 9 )

(7
.

2 0 )

J

艺 P k

k . l

丁f卫
巫三正丛二 一 ( -」竺鱼匕

.

比 p k 、 g h k二

一 。鱼
二 1
IV I

、二 1

p k g h奋 r )」(
“Z k

,
2

+ 2

箭岁
乙Z k“Z 、一

}
二 ‘B “z

J
,

乙z ) = 万 , 3

(乙n j)
2

(7
.

2 1 )

其中己刀和各Z是两个矢量

乙月= (各月
l ,

⋯ ⋯
,

各月j
,

⋯ ⋯
,

5 月J
)

各Z = (各Z
; ,

⋯⋯
,

乙Z j
,

⋯⋯
,

各Z :
)

B 是矩阵
,

内和 X j分别是本征值和本征向量

B 二

{
b、!

产

}
,

(k
,

k
,
一 1

,

2
,

⋯ ⋯
,

了) (7
.

2 2 )

, .1-l
、

、.2b七k一 p :

lP k 一 P k一l

Pk

p卜 1
IV !

k 一 1

p k g h吞1’

b * , ; 十 1= b‘
* i , ,

=
~

酥{石 p “

b ; , , ,
= O ,

( }k 一 k
,

! 》 2 )

产.l
l
es2l
lll
、
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B X j= 件j X
J

(7
.

2 3 )

矩阵 X 包含 J个本征矢量

X = 〔X 一,

X Z ,

⋯⋯
,

X J〕 (7
.

2 4 )

与前节所得 的结论相似
,

我们有如下定理
。

定理7
.

1 分层流模式 (7
.

1) 一(7
.

3 )的每一列波或定常流解
,

均对应于 I (
v ,

小)的

驻 点
,

即从一 o
,

逆定理亦真
。

定理7
.

2 由从 = 0确定的基流对于扰动为稳定的充分条件是
:

( 1 )
r 。和 r , kQ

“ 、
(q

k .

)

有 同样 的符号
;
( 2 )所有 的卜

J

> o
,

j 二 i
,

2
,

⋯⋯
,

J
。

为了探明分层流模式的不稳定性的分类和它们的机理
,

我们先取二层模式为例
。

此

时有

�.三P

、‘r之

-!1
2

、、l
/‘

、.产

旦里二卫。一 卫堑过里
p l g h l . ’

产p l
}V

l
!
“

g hl二

}斌尸
g h[’却

’

_ _

了p : 一 p , _ r
p 2 1

—
吸

‘ PZ 、

{试
g h
乒+ p ,

}V
1
1
“

p Z g h z二

r
.

之‘
产,.

1!1
.es、

一一
B

。, , 2一粤干(
。 1+ a Z 一 。,

) 士 「(
。1 一 a Z + b ,

)
2
+ 4 p , 2

具黑 1十下
‘ 、 ‘ 匕

一 n l 一 J 夕
( 7

.

2 5 )

其 中

一 (卜货华)
p !

一 (
‘一

截劣)
p Z b l 二

(
‘十

一

誉奈弈) p l
( 7

.

2 6 )

、户
子、./

�‘00O山Q自

从 ( 7
.

2 5) 很明显地看 出
,

B 有一个负的本征值的充分条件为下列二条件之任一个

a , + a Z 一 b , ( o ( 7
.

(

一
+ b l

)
2 + 4

(
p l

誉拼
:咎

2

)
’> (一 +

一
b l

( 7

条件 ( 7 2 7 )可以写成

, 一

( ;分知瓮毙导)、
。

(了
.

2 7 )
产

(
a )假设基流无垂直切变

,

即 V , - 节2 ,

但设入, 二 V 入:
(

a s i n o )有水平切变
,

即对任

一 r : 都有 }V ,
!苦 。

。

若速度 1V
I
!在一些区域 内足够大

,

以至于

,

补
)
[

1

只h Z二

一 Z p 一 1 一 1

〕一

—
一石二万一 I

p Z g n t一 J
( 7

.

2 9 )

因而 ( 7
.

27 )得到满足
。

可见
,

这正是超临界高速不稳定
。

( b )设有另一种情况
,

即设 入k
无水平切变但有垂直切变

,

即入1和入: 为 二 常 数
,

但
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入x 手 入2
。

}V Z }=

如果没有地形影响
,

我们可选择一个
r Z ,

使得 }V
ll= o

,

但 ! V Z }丢 。 ; 或 者

但 }V l }铸 。
。

若在第一种情况下有

1 一 }V
2
1
2
/ g h

Z二毛 0 (7
.

3 0 )

或者第二种情况下有

‘一 2

蕊豁喜
““

(7
.

3 1 )

则 (7
.

2 7 )也得到满足
。

可见这正是重力作用下具有垂直切变的基流的 H e lm h ol tz 不稳

定
,

只不过在这里受浅水近似引入了一定的修正
.

本来
,

由H e lm h ol tz 理论可知
,

只要

基流有垂直切变
,

无论大小
,

总存在不稳定波
,

但不稳定波限于水平波长小于某一临界

值的短波一侧
,

此临界波长随垂直切变的增大而增大
。

换言之
,

欲使具有给定水平波长

的扰动成为不稳定的
,

必须基流的垂直切变超过一定的临界值
。

今在我们的分层流模式

中取了浅水 近似
,

它仅能用于长波
,

这就是为什么在我们的分层流模式中 要 使 H e lm
-

h ol t z不稳定发 生必须垂直切变超过某一临界值
。

(
C
)条件(7

,

2 5) 可 以改写成

M爹
一 M ; >

(1
一 M荃)

2
日
一 M常

(1
一
日)(1

一 M资)
(7

.

3 2 )

其中

M子二 {V
k

{“/ g h
k二 k =

。 一 (p
Z 一 p l

)
尸 —

若M Z二 o
,

(7
.

3 2 )将导致

M圣>
p

(1 + 日)
(7

.

3 3 )

但若M , 二 o
,

(7
.

3 2 )将导致

(1
一
日)M; + 日< o (7

.

3 4 )

可见
,

当 日> o (稳定层结)
,

在所有情形〔即(7
.

3 2 )
、

(7
.

3 3 )和 (7
.

3 4 )〕下不稳定 仅在垂

直切变超过临界值后才能发生
,

即为修正的H e lm hol tz 不稳定
。

此外
,

混合 的 H e lm
-

ho ltz 一超临界高速不稳定也可能存在
。

若 p < 0 (不稳定层结)
,

则当M ; 二M Z一 o 时
,

(7
.

32 )
、

(7
.

33 )和(7
.

3 4 )都满足
,

这正是层结不稳定或即对流不稳定
。

当M Z~ o
,

且 一 1

< 日< o
,

不论M l为何
,

(7
.

3 3 )总满足
; 而当M , 一 O

,

且 日< 0
,

则只当M登小于 临 界

值或 {田 大于临界值时
,

(7
.

3 4 )才满足
,

亦即基流速度不为零时
,

对流不稳定的存在域

有所缩小
。

( d )混合正压
一

斜压刁词意定和惯性不稳定或对称不稳定在至少有一个
r lk Q

“、
(q

‘

动改

变符号或与
r 。
符号相反时才会发生

。
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J、
、

斜压原始方程

取静力平衡近似
,

并使用(e
,

入
,

屯
,

t )坐标 系
,

其中 乙是嫡
,

屯一 之。= In
((T / T

。
)/ (p

。
/ p )

“ ‘C p

勤是一常数
.

我们有如下形式的基本方程

(8
.

1 )

口v 。 ,

口K
一 二丁一 一 n q v 入 二 一 一不石

a t a a 口

(8
.

2 )

口v 、
~

不下尸一 月~ 11 t lV 峥 =
口 t

口K
a s in o口入

(8
.

3 )

日q
.

寸 。 _
_

八

二下一 了
~

v
.

V 牡 ~
U

口 t
(8

.

4 )

其中

五二 一 _
旦p

夕亡
(8

.

5 )

K 三 e 。T + 印 + }
v

_

_ 1 f l 了 口v 、s in o
q 一

, 一

、 勺二 了 - } 、 l 一

一二万: 一一-
fl ‘ a 5 1 fl U 、 口口

!
“
/ 2

口v 。

(8
.

6 )

口入 )
+ 2。 。0 5 0

} (8
.

7 )

p 是气压
,

印是重力位势
,

q 是位涡
,

口/决
、

口/训
、

J/ J入是在等嫡面上求偏微商
.

注意
:

连续性方程

口h
,

_
,

一
‘

一R

— 十 V
.

n V = U

口 t
(8

.

8 )

可以由(5
.

1 )一(5
.

4 )得出
。

假设大气处于半径为
a 的球面之上

,

即不计地形影响 ;
并设大气整体有有限的能量

E
、

广义位 涡拟能 F
,

我们就有 E
、

F
、

总角动能 ,M和总质量M 都守恒
。

为简化计
,

我们仅研究嫡 屯随向径
r 单调变化的那些基流和扰动流

,

并且其下边界还

是一个等嫡面(其值为仁s)
,

且札
s ~ 。

。

在此情形下
,

不变泛函 I和它的变分取简单的形

式
,

泛函 I定义如下

2 1一 2 r oE + r lF 十 Z r ZM + r 3

M a
(8

.

9 )

其 中

E 二粤{{ {
‘

(l了}2 + Z C p
,

: )h d : d s

‘ J 7 S J O
(8

.

1 0 )

F !

JJ
S

I;
Q ‘q

,

“’h d“d s
(8

,

11 )
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M 二

且J;
·
(
·、+
一

i·。)h d : ds

M一丁{
S

丁;
h d : d s 一

仃
s p

,

ds

(8
.

12 )

(8
.

1 3 )

为简单计我们在上面诸式中已取了之
。= o

,

但这并不失一般性
。

它等价于 七一
In 〔(T

,

/

T 。
)(P

。/ p
:

)
“ / “p〕

,

p
:

和T
s

是下底边界的变量
。

v 、

h 和p
:

可 以取作独立的函数
,

即由它们可以推出其他函数
。

其实
,

p
,

T
、

甲可

由 h 和p .

表达如下

p (”
,

入
,

:
,

t , 一 p
,

(0
,

‘
,
t
卜I;

h (0
,

入
,

。
, ,

t , d :
/

T (0
,

入
,

屯
,

t)一T o 仁p(0
,

入
,

屯
,

t)/ p
。〕一 R /

“p e (夸一‘D )

(8
.

14 )

(8
.

1 5 )

、(。
,

入
,

:
,

t
卜

、
:

(。
· ,

、
,

t

卜I;
R T (0

,

‘
,

:
/ ,

‘,
芳(

‘·

二)
d屯

‘

(8
.

16 )

(见曾庆存
,

1 9 7 9 )
。

因此
,

任给一个扰动(乙
v ,

乙h
,

乙p
,

)
,

我们有 p
、

T
、

q 的增量如下

、p 一 、p
,
一

f
乙。h d :

,

(或 、h
一华

)
J O 口亏

(8
.

17

6 T 二 护T + 己ZT + ⋯ ⋯二 各IT + △Z T

各q 二乙lq + 各Zq + ⋯ ⋯ = 乙lq + △Zq

(8
.

1 5 )

(8
.

1 9 )

其中
e p
乙IT

= R T
一

吵
~

P

一

‘.

n一L洲别一
艰n乳U一z

q乙l q (鱼塑创
、 口日

一 一
扮 - R T
Z c p (等)

2

、Z q

一
。1、

(半 )

(5
.

2 0 )

(8
.

2 1 )

、、.产
p一
.己一p

矛

l
、

C p
八ZT = 一

(T
。
二 p荟l

·p e (七一七0 ) p 。
~ p + r 。

乙p o簇 r 。

簇 1 )

△Z q 一。。 一。lq

一
。。

(竿 ) (8
.

2 3 )

从这些公式很容易就得到从
、

6 “I和八“I
,

它们是

2 乙‘一

I丁
s

{;{1
Z r oh 一 + r l 口

a s in o口入(癸)〕
“一

+

〔
Z h(

r 。· 入+ r , 5 1·。)一箭(
一

霭
一

)}
5一

‘

〔
Z r OK + 一

(
Q 一 q

女
一

)
+ 2

一
‘·”‘一 +

一
‘·0 , +

小
h

}
d七d s ‘8

·

2‘,
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2 色2 1一

11
5

1;
h

{
r 。

【
乙一 +

(
一 +
二:一

‘· o

)半」

+ · 。

l
乙一 + 一半]

2

一〔(
一 +

淤一
‘·”

)
2 + ·

;](等)
‘

+ 一 C Z

(瞥)
’
+ 一

留
仁5

lq 〕2

}
d之d s +

I丁
5 r o

丫
兰[s p

:

〕“d s (8

2 么2‘一

丁{
S

{:{
r 。

[
h二 }沂 }2 + 2 (;

·

。; )。h + ·p
、IT 。卜

+ 。·h
‘ ’

△Z T

〕
+ r l

)
日

怒
工2‘h△

Z q + 各q “h ,

+

(
一

写
一

二)里
Q

;号:
,

屯2(乙q ,
2

〕
+ · 2·各h乙一

i·。

}
d : d s

一

{丁
5

{;王
r Oh 二

l
“一 +

(
一 +
蚤:一

‘·”

)子级}
2

+ r 。h 二
l
、
· 。+ 一

异九」
2

一
h ”
[ ‘
一 +

瓮
一‘· 。,

“
·

卜·‘]〔答 ]
2 + 一h C‘

·

l
一

鲁l

+ r lh 口

雏堤几
:

, 〔乙q 〕2

王
d之d s +

11
5 一

丫
:

仁乙p
‘

〕Z d s
(8

.

2 6 )

其 中

于
q

’

一 q + r ’

乙q ”镇 r ’

“
占 h 二 二 h + 各h

C Z三 R

卜
+

豁
一

)譬 (8
.

2 7 )

C 若
.

三 C Z 十卫:

C p l{
‘一

(交)
“

c ’
‘

c ”

}
R T + R T

·

(炙)
2

平J (8
.

2 5 )

C 和 C
。 。

具有速度的量纲
,

即为连续斜压大气的重力波传播速度的特征量
。

在我们这里

的情况下
,

C 和 C
。 。

必定是正的
,

因为我们已假定有稳定层结(嫡随高度单调增加)
,

且

设 C
。 。 2 一 C Z = o (邑h )

.

推导 (8
.

2 4 )
、

(5
.

2 5 )
、

(5
.

2 6 )的过程基本上与推导 (6
.

1 5 )
、

(6
.

1 9 )
、

(6
.

2 2 )的过程

相同
,

但要注意如下诸关 系式

认 」 *
_ _ 口p

」 *
_ _ 」 _

_
_ 」 _ ‘

“ u 、
一

. .

不 莽一 u 与 一 一 u F一 p u 甲
O 枯
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J
。h。

·
5 IT d乙一

丁:
“p d 。

一J;

了:
·

〔
乙IT 乙h + h、ZT

〕
d : -

I
。
一l

乙IT ““+ h二A ZT
〕
d :

印

会
d 甲一

丁;
、乙h d仁

是岌
““p

·

’
“+ “

一髦
!
‘6 Ps ’

“
+ “二

其 中 A 二

I (臀)
一

代 )
R Tlh〕(

“p ,
Z d屯一

J;箫
‘“p’

Zd七
了

pT几

R
一

r“

一{
。

专〔澡
一

(琴
一

)
一

(c p )
h 二

}(
乙p ,

Z d屯

一

J
。

鑫
· C ‘

·

‘“p’
Zd乙

在推导 A 和 A
。 。

的过程中用到了

, .

I
J

p户5日夕
、..了

1 一压

勺aP
堤(臀)

一

代 )号界卜彗l器
一

拭
, ...J

g
一

勺
R T

C pP

R Z T

g P Z 口之

p分�日
�

口1
.

ee
J.

一

月l..J,

ne扩一吴
一

(臀卜(护肾
h ” -

卜誉
-

;--( 会)「尽升
h

一卫子
L P飞 P

“

e 艺

P 2

且对每一个等嫡面我们有

R T h

P 2

一

〔令(会)
’

(
‘+

汾)
一 ‘

〕

)
R ‘“p

、.,产
甲.

CC‘了.、

P.一p了‘、
几

一一
T. 一T

定理 8
.

1 满足斜压原始方程组 ( 8
.

2 )二 ( 8
.

4) 及满足 ( 1 久底边界的炳为一给定 的 常

数
,

( 2 ) 每一等嫡面包围地球这两附加条件的每一行波解对应于泛函 I 在具有满 足上述

条件的子集空间 (
v ,

h
,

p力中的驻点
,

并且它由如下方程组确定

( 2 (
r 。v 、+ r 户 5 i n o ) h 一 r ,

Z r 。二h + 一 蔺
载晶

百才(
Z r OK + 一

(
Q 一 q

豁 )

(器)
一“

)
一 。

( 8
.

2 9 )

旦动
.

沁
一

内

+ 2 r Za s i n o( v 、+ a co s i n o ) +
r 3 = O

!!
2.、.

!11
、
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其相角速为入。二 一 r Z/ r 。,

这里 Q 是 q 和 屯的任意函数
, r 。、 rl

、

r Z和 r 3

是一些参量
.

定理 8
.

1的证明
,

基本上同定理 6
.

1的证明
。

然而从(8
.

2 5 )或 (8
.

2 6 )去寻找稳定性 的充分条件却是 困难的
。

事实上
,

设若 r 。> O
,

则 (8
.

2 5 )和(8
.

2 6) 中带有 (乙h/ h )
2
(或乙h/ h二)

“的项是负的
,

而带有 r 的其他项是正 的
.

因而
,

当〔v 入+ (
r Z
/
r 。
)

a s in o 〕2 + v . 2葬 。时
, r ; J ’Q(q

,

屯)/ 口q
亿或 r刀ZQ(q

,

C)/ 口q
Z也是

正的
,

不能保证各2 1或八2 1是正定的
.

其实
,

按照普适的积分不等式
,

总可找到具有足够

小垂直尺度 的函数乙p
,

使得

J;
(“h ,

Zd : >>

J:
‘“p ,

2‘之
(8

.

3 0 )

从而使(8
.

25 )右边含 (各h)
“和(各p )

“的两项之和是负的
。

下面就是这样 的一些例子
.

其一

是乙p = (乙p
:

)
e x p (一 n 之)

,

由此可得

J;
(“h )

2‘:
一 {:

‘a p ,
’d ;

忠J;
‘“h’

Zd之

一
但

忠I;
(、p )

Z d ; _ 。

另一个例子是乙p = (各p
:

)
e x p (一 之)

s in m 之
,

我们有

1 im
{
一

(、p )
Z d : 一 香

一

(、p
:

)
‘

.

叶 . J 移 任

但

黑J;
(乃h’

Zd卜 -

上述 的分析表明我们不能确定 11各
v }】荞

、

1}乙h / h }{葺川乙p
:

/ p }{莞
、

}1乙p
、

}1
2和}1(口

ZQ归 q “)
‘/ 2乙q l{三有

上界
,

因此稳定性得不到保证
.

在斜压大气中
,

我们仍然可以对不稳定性加 以分类
。

除了以灭 /曲 < o (或C “< 0) 为

特征的对流不稳定 (它在本节中被我们 的假设排除了)之外
,

我们有(
a )混合正 压

一

斜 压

不稳定
,

其特征是护 Q (q
’ ,

动阳 q Z
在某些区域 内为负

;
(b )惯性不稳定和对称不稳 定

,

它在条件口
ZQ(q

. ,

七)/ 夕q
”< O 和其它一些附加条件下可能发生

;
(
。 ) H e lm h o lt z 不稳

定和 ( d )超临界高速不稳定
,

此二者均可能发生
,

如果在一些区域和某些时刻有

J:{
h e‘

·

(
一

瞥一
“ 一 h 二

[(
一 +

片一
‘· 0

)
‘ + ·

‘](答 )
2

}
“乙< 。 “

·

川

粗略地说
,

当运动中含有足够小 的垂直波 长的重力
一

惯性波时 (s
.

3 1 ) 总是满足的
,

因为
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其特征相速度比 C 小得多
,

因而基流的〔(V
、+ r : a s in o / r 。

)
“+ V Z。] “ “很易超过它

。

可

见
,

在连续的斜压大气中
,

基流为稳定的仅当加于其上的扰动在垂直方向上的结构在任

何时刻都是简单的
。

否则
,

H e lm hol tz 不 稳定 可能迟早要发 生
,

于是稳定性可能遭 到

破坏
。

关于斜压大气中流动的稳定性问题
,

需要作进一步的研究
。

九
、

日
一

平 面 模 式

应用变分法的关键在于寻求由积分组成的不变泛函
,

因而
,

在流体占据着无限空间

而沿全流体 的积分又无界的情形下
,

变分方法需要作修改
。

这里我们将以 日平面上二维

不可压流体作为例子进行阐明
.

1
.

周期性通道

在 日
一

平面上二维不可压流体的基本方程是绝对位涡守恒
,

即

平
一
+ 了

·

V q 一。

a t

(人
.

1
.

1 )

其中
,

V 一 K x V 冲三 iU + 中是流函数
,

q 一 △中+ f (A
.

1
.

2 )

f = f。+ 日了 (A
.

1
.

3 )

日取为常数
,

f。是另一个常数
。

流体力学中常见的经典模式就是对应于没有科氏力的情

况
,

即f。一日
。= 0

。

取通道平行于 x 轴
,

yl < y < yZ ;
在 y 一yl 和y Z上有刚壁边界

。

设基流冲和扰动己冲

沿 x
轴都是周期函数

,

周期为Z L
。

此时
,

我们有总动量 M
,

总动能 E 和总的广义 涡 度

拟能 F守恒
; 此外

,

还有在边界 y1 和 y Z上的总的沿 x 轴动量 Bl 和B Z
也守恒

,

其中

M ·

{{
L

{:{【
· +

{:
’
“y ”d y ‘

〕
d , d ·

(A
.

1
.

4 )

{::告
‘
· 2十 · 2

, d y d
x

(A
.

1
.

5 )

F 一

{上
L

{::
Q‘q ’“ “’

(A
.

1
.

6 )

L 。
(二

,

; , ,

t)d
x

(A
.

1
.

7 )
户

!三B

B : 二

丁立
L·
‘一 y Z ,

‘’d
x

(A
.

1
.

5 )

且y 3

> y Z
为某一参考坐标点

,

Q是 自变量 q 的任意函数
.

因 而 我 们 有 不 变泛 函

I (中) (d l/ d t = 0 ) 如下
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I(冲)三 Z r 。E + r :F + r ZM + r 3
B I+ r 4 B Z (A

.

1
.

9 )

它依赖于任意函数Q 和某些参变量
r 。、 r ,和 r Z

、

r 3 、 r 4 。

这些参量中一些是任意的
,

一些可

用后面的方法确定
。

给定一个扰动 各小
,

在经过一些基本运算后可以得到一阶和二阶变分 从 和 5 “工以及

I (劝+ 狮 )和 I @ )之差如下

乙‘一

{上
L

{戈{
一 2一‘+ r IQ

/

(q ) + r

小
q d y d ·

+

{立
L

{
‘2一”一

y Z + 一 ,
裂}

y 一 , Zd ·

+

{〔
L

{‘
一 Z r 。

”+ 一 y l + r 3

,

裂}
y = y: d ·

乙2‘一

{兰
L

丁北{
一 , 5了, 2 + 号Q

·

(q )(“q )
2

}
d y d ·

△2‘一

丁〔
L

l;:{
一 !“; 一+

号Q
·

(q
·

)(。q )
2

}
d y d ·

(A
.

1
.

1 0)

(A
.

1
.

2 1 )

(A
.

1
.

1 2 )

(q
.

二 q + r .

己q o ( r .

镇 1 )

I(中+ 乙中) 一 I(冲)= 乙I+ A 21

我们总可取中在 y 一yl 处等于一给定的常数中
1 ,

并且能够证明小在 y

个不依赖于 t 的常数讥
.

今取

(A
.

1
.

1 3 )

一 y Z
处等于另一

{
r 3
= Z r 。

中
1

,

一 r Zy ;

r ; = 一 2 r 0
中

2 + r Zy Z

(A
.

1
.

1 4 )

于是 (9
.

1
.

1 0) 中后两个积分为零
,

因而翻可以简单地 由一个二重积分表示
。

我们有

定理9
.

1 在日平面 y : ( y ( y2 的通道中
,

二维不可压流体的每一个平行流中(y) 或行

波冲(
x 一 “ t

,

y )是在空间冲中泛函 I的驻点
,

即从 一。
,

其中
r 3 、 r ‘ 由(9

.

1
.

14 )确定
,

而

且相速C ~ 一 r Z / Z r o 。

逆定理亦真
.

定理 9
.

2 由函数Q 和参量
r o 、 r :和 r Z通过从一 。而确定的流动中(

x 一 。 t
,

y )
,

对每一个

与它有同样的卜周期的扰动乙中而言
,

如果“‘是定 号函数(即
r 。和\l- Q

“

在通道内各 处 同

时为非负或非正)
,

那么它是稳定 的
。

定理 9
.

3 基流中(
x 一 e t

,

y )可能是不稳定
,

如果(
r :Q

l,

( q ))/ 2 在通道 内是一个非

定号函数或它的符号与 r 。相反
。

上面所述的方法和理论基本上与球面情形相同
,

因而略去这些定理的证明
。

注意
,

平行流小(y )是劝(
x 一 。 t

,

y )的特殊类
,

因而它已 自动地被包含在定理9
.

2和 9
.

3 中的基流

之列
,

而没有特别标出
。
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2
.

无限通道但各
v 和乙q 任 L Z

如果流动沿
x 方向不是周期性的

,

即 L 一 co
,

则由(9
.

19 )定义的泛函 I 一般是无界

因而前几节的方法不能直接应用
,

需要加以适 当的修 改
。

定理 9
.

4 每一在 日平面上处于 y , 镇 y 毛y : 通道内的二维不可压液体的平行流或 行

冲(
x 一 c t

,

y )满足如下方程及边条件

一 Z r 。
冲+

r ;Q
尹

(q )+
r Zy ~ O (A

.

2
.

1 )

(
r Zy 、+ r 3

) y = y :

(A
.

2
.

2 )

(
r 2 y 2 一 r ;

) y = y Z

11一r1llf

一白勺�,‘一一一一
流甲

1

劝
.

.rZ

I

其中Q 是任意函数
,

、

r :

(
S = 。

,

1
,

2
,

3
,

4 )是一些参变量
。

逆定理亦真
.

定理 9
.

4可以直接通过微积分运算来证明
.

注意
,

定理 9
.

1和定理 9
.

4其实是一样的
.

其实
,

如在定理9
.

1的陈述中把关于 I 和 从= o 的字句改用其相应的方程〔映睁( 9
.

2
.

1 ) 〕和

边界条件〔即 ( 9
.

2
.

2 )〕来表达时
,

定理 ( 9
.

1 ) 即和定理 ( 9
.

4 )完全相同
,

因而定理 (9
.

4 )可

以包括更广的类型
。

下面讨论流动的稳定性问题
.

取平行流或行波作为基流
,

仍按( 9
.

1 9 ) 构 造 泛 函 I

(且 L 仍先取为有限 )
,

我们有 ( 9
.

1
.

12 ) 和 ( 9
.

1
.

13 ), 但从变为

、卜I:{(1
2 ·。、一

;

小
·

)}:〕乞
: d ,

( A
.

2
.

3 )

因而我们有

△三 I (、+ 。、卜 I (、卜{::( [
2一、一

y

]
“·

)I:〕{
L d ,

( A 2
.

4 )

此外

「L (y 2 r
. 。

一
。 . r l。

。 , _ 。 、 , 。 _ 、 ,

、
, _ _ , .

从

十 色 I
_

1 f o 1O v }
“

十甘以 叹q 少又 o q 少一 r Q y Q 凡 ~ 凸 1
宁 。 2

J 一 L J
J I

“
,

由方程( 9
.

1
.

1) 和其等价方程组

~ 一 V 印十 k x f v

( A
.

2
.

5)

v = 0

VtVdd

f
￡

l

我们可 以算出d F / dt
、

d E / dt 等等
,

最后就得到

簇一 I::{
Z r 。·K + r l·Q + 一 (

· +

{:
3
“y ‘

,‘y ‘

)
+ r Z、

}}:;乞
L ‘y

一 l(
、 一

豹
, 一

袱:立
:

一 l(
甲 一

豹 ( A
.

2
.

6 )
L

L一

;
1笼

.............

, .

1
1

,一y,y

此 处 K ~ 印 十 卜 }
2 / 2

,

甲是 由中从求解所谓的平衡方程来确定
.
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今设在整个无限通道内给出了 !各vl 和 s q
,

且都属于 L
,

在此情形下
,

我们取 L ~ co
,

并用 么记么的极限
,

我们有
:

灭一{::{::{一
!乙了一+

晋Q
·

‘q ”‘邑q”}
d y d一‘

im △2

L . ~ 今 .

(A
.

2
.

7 )

并且我们能够证明

d △
, . _ _

d △
一一二-

—
二 二二 1 1 11 1

—
一 一

U

d t L * d t
(A

.

2
.

8 )

因而
,

定理 9
.

2和 9
.

3 在△I由△代替后仍有效
。

因为此时△是各劝的二次泛函
,

并且是不变

量
,

尽管当 L 一 co 时 I并不存在
.

3
.

无限通道的一般情况

在 △不存在时
,

我们定义

A
, 。 fL fyZ

‘

e 三 玉只 气) 三 } l
_

d y d x

O J 一 LJ J I
(A

.

3
.

1 )

不难证明下列极限存在

e 兰 1 im e = lim

L 叫 . 李的 L -
. 今
蚤丁{

L

丁:{{
一 !。; }

2 +
警Q

·

(q
·

, ‘“q ,
2

下
d , ‘·

(A
.

3
.

2 )

d e

d t
= 1 im

L ~ ~今 加
{:
一

才里款夸 )
一。

(A
.

3
.

3)

现在
,

我们给出稳定性定义的推广
。

定义 若对所有扰动均能定义出范数 陷th11
, ,

并且它有界
,

相对于小扰动流是稳定

的
。

注意
,

所谓某空间的范数
,

是指对其任一元素来说它都是正数
,

只当取零元素时它

为零
,

按此推广了的定义
,

在周期通道中如果△I为正定 (为方便计
,

以后 我们总 设 r o )

0)
,

可取 1}乙训}一么I
,

在无限通道中若 △有限且正定
,

可取 }}各训!易一 △ ; 如若 A 不 为 有

限
,

但为正定
,

则取

}1乙中{!委一 1 im

L 一
,

申 以

△2

S
(A

.

3
.

4 )

因而
,

对周期或无限通道以及其它所有情形
,

我们有如下定理
。

定理 9
.

5 定理9
.

4中描述的基流是相对于小扰动为稳定的
,

如果
r 。和 r ;Q

扩

( q )在流

体任何处有 同样的符号
.

定理 9
.

6 定理 9
.

4中描述的基流为不稳定的必要条件 是
r 。和 r 1Q

“

( q )有相反符号或

Q
扩

(q )在流体 内改变符号
.
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