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递归相似和线性多步法
’

刘桂馥
�南京气象学院基础科学系

,

南京 �� � � ���

摘要 在递 归相似的 基拙上提 出数值求解初值问题的 一种新方案
,

与传统方法的 区

别
,

在于求解归结为演化系数的计算
。

这里给 出常微 �组 �初值问题的算法 �并指 出新

方法与传统方法的关系
。

关键词 演化系数
,

递归相 似
,

微分领域

分类号 � ���
�

�

常微分方程初值间题有两类初等算法
,

即线性多步法和 � �� ��
一

� �� �� 方法
〔‘〕。

前者是从与

初值问题等价的积分方程人手
, ��

卜
, 。

�

丁�
� ��

,

, �‘���·

对未知的被积函数作精度较高的数值积分
,

借以估算解的近似值
。

� � � ��
一
� � �� �

法相对于多步法又称非线性方法
,

它是借函数在局部的 � �� ��� 公式
,

对解

贝�� 作高阶逼近
。

在应用中
,

求解初值问题初等方法中确有一些成功的新形式
,

究其实质都不

外乎这两套方法的变形
。

本文借递归概念建立的递归方法
〔�〕当然也不例外

,

然而仅仅是方法形式的不同
,

往往会产

生新的意义
,

此处可指望把常微和偏微分方程数值方法统一起来
。

� 递归方法及其意义
� � 函数

、

微分邻域和态

光滑 函数抓 , � � � � 及其导函数 �
,

夕
,

…
,

构成向量

� ��� � �夕
,
夕

,

夕
,

… �
�

���

此向量称为 � 在 � 时刻的递归态
,

由态向量构成的某个度量空间
,

称刃�� 的微分邻域
。

态向量还可以定义成另一种形式

� ��� � ��
,
夕

,
夕

,

… �
�

�� �

递归态的分量个数可以根据 � 的光滑性和问题需要
,

合适地确定
。

把 ��� 或 ��� 视为空间 ��
,

必 和 ��
,
�

,

刃 中的点
,

那么 �� �
、

��� 分别在空间中各 自描出一条

曲线 �
,

称 � 为 � 的态曲线
。

态曲线仅仅是 曲线贝�� 的派生物
,

理论上并不产生什么新的数学

意义
。

然而借此来说明和理解递归概念却方便
,

直观
。
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�
�

� 递归方法

线性多步法实质是借 � 在多点的值实现了对近似解的高阶逼近
。

而 � �� ��
一

� �� �� 法则仅

借 � �� �在一点的值作出高阶逼近
。

由于这些算法的复杂形式
,

它们的这种 内涵表露得并不清

楚
。

递归方法的形象是这样的
,

若对 �
,
� , ,

� �
,

… �� � � ,

� � � � … �处的态已知
,

一般有

� ��� � 又, � ��
�
� � 久�� ��

�
� � … �� �

其 中 凡为 �的函数
,

称为系统在 � 时刻的演化系数 �演化坐标
,

递归坐标�
。

递归方法将归结为对演化系数 久��  的计算和估算
。

�
�

� 偏微分方程的初值问题

大气科学 中的数值模式是一个拟线性 �双曲�偏微组的初值问题
。

目前
,

它所使用的数值方

法仅有网格法和谱方法两种
。

由于问题规模过大
,

即多层次和大量的网格点
,

计算时效是个很

大的问题
,

此外
,

计算质量很难从理论上得到论证
。

为此
,

我们认为考虑有效的粗算法极有价值
。

偏微与常微初值间题的数值方法很不相同
。

然而按递归的概念可以形式地把这两类算法

统一起来
。

记函数
、 ��

,
� � 一 � ��

,
� , ,

� �
,

… �

� ��
、 ,
� � � �

,

�� � � � �
,

�
,

�
,

…

称
� 、�� � 为

� ��
,
� � 在 �

,

时刻的态
。

取 � � �
, ,

记

� � �,
,
� � 一 习入�, � � ,

�� �

称上式为 �� �
,

�� 的有限阶递归相似
,

入��  称演化系数 �坐标 �
。

当然
,

一般 � “ 笋 � 。

� ��
,
� � � � � ��

,
� � � � ��

,
� �

其中 及为递归表示之后的余项
,

称递归补
。

我们认为偏微初值问题设计的递 归方法就是借方程估算 入和
� ,

实现对近似解的估算
。

常微问题是有限维 �介质 �问题
,

可以作有限的递归表示
,

递归补恒为零
。

� 常微分方程的递归方法
这里仅讨论一阶方程的初值问题就够了

。

因为高阶方程可以化成一阶方程组
,

而对方程组

描述递归方法要比方程式更为简便
,

自然
。

本文把递归与多步法并列
,

是因为多步法实则是一种递归过程
。

我们认为
,

这里构成的递

归方法形象更清楚
,

形式更一般
,

仅仅在新方法的形式下才可能实现对偏微的推广
。

在阐述方法之前
,

先讨论它的理论根据
。

�
�

� 态的独立性

对函数抓��
,

考虑它的态为�� � � �

� �, � � �� �, �
,
� �� �

,

夕����
�

若总有 � 一 。 �向量 �
,

此时 � 三 �
。

若 � ��
,
�并 。

,

又 � ��
�
�

、

� �� � �� � � �线性相关
,

自然有

夕��
�
�

� ��
�
�

� ���

� ���

三三 �
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少��
�
� 少��� 一 少��

�
� 少�� � 一 �

表明 � ��  是一阶线性常系数齐次方程的解 抓�� 一 ��
赶 。

若 � ��
�
�

、

� ��
�
�线性独立

,

但对任何 � ���它们相关
,

即

�一一一�� ��� ��
�
�

,

� ��
�
�

,

� �� �� �

� ��
�
�

� ��
�
�

� ��
�
�

� ��
�
�

� ��
�
�

� ��
�
�

� ���

� ���

� ���

易知
,
� ��  为二阶线性常系数齐次方程的解 贝�� 一 ��

七

� �� 拟 。

以上讨论可归纳为如下结论
:
函数 y 的态 (取在不同点上 )相关的充要条件是 y (t ) 为线性

常系数齐次方程的解
。

事实上
,

这种方程有极简单的表达式
,

无需作数值解研究
。

因此
,

递归方法求解的对象将不

包括线性常系数问题
。

在这种前提下
,

仍需注意 V (t
,

)

、

V (t

2

)

、

V (t ) 的行列式不恒等于零
,

但可

能有零点
。

即 t 一 Z 时

det(v l
,

v
: ,

v ( 牙)) = o

不过
,

此时总可选到点 t 一 t。 使

det(V I
,

V
Z ,

V
3

) 笋 O

以下所建立的方法
,

在 O 镇 t< T
l
上总可选到三个点 t

, 、
t
: 、

t
3 ,

它们的态行列式不为零
。

只要待解方程不是线性常系数方程
。

方阵(4) 称演化矩阵
,

( 4 )

、leseseseseseseseseseseseseses

八
J
八
j
n
j

y

.

y

“

y y

.

y

�

yy

.

y

二
y

三VVV

这里记抓t
;
)一 y , ,

刃t
,

) 一 y , ,

…
。

从计算的角度
,

应使演化方阵条件数尽量小为宜(减少病态性)
,

这在设计算法中要注意 右

的选择
。

注
:
极 易证明

,

线性常系数 问题
,

即递 归方法 不予 处理 的问题
,

它 们的态 曲线在 空 间

(y
,

y
,

必 中分别为直线或平面曲线
。

2

.

2 递归方法原理
、

逼近的阶

无需 涉 及 方 程 就 可 以 看 到该方 法 的原 理 和 效 果
。

简 单 计
,

只考 虑 抓t) 的一 阶 态

V (t) = (夕
,
夕)
T 。

取 t
。

>
t Z

>
t

, ,

选择 t
, 、

t
Z

使之 d
et(v , ,

v
Z

) 举 。
。

由下式定义 t
。

处的演化系数凡= 凡(t
3
)

(5)

、

凡
‘

凡
,�,�y

.

yy

.

y

一一

y
.
y

{

一 (v
; ,

v
Z

) 一

}

y 3

少 Ly 3
( 6 )

、l月卫J口es.eseses夕、leses卫..I

J

……
由(4)

,

上式又可记为

此时
,

入(t
3) 被唯一确定

。

下面考虑一种简单的递归方法
,

其 目的是估算刃t
。
+ h) 的近似值

。

这里 h > o 却充分小
。

自然
,

假设 y 在 t
;,

t
Z ,

t
。

局部有 T
aylo r公式

y (t
,

+ h )

1

~ , 。 ,

~

, , 。 、

一 从 十 戈“ 十 盯关厅 十 口 L厅 , ( 7 )

计算下式
,

凡一 凡(t
3)
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、J、尹9曰O口
了咬、了吸、又、夕(t

,

+ h ) + 又2夕(t
Z
+ h ) = (几

1少,
+ 几2夕2 ) + (几

1
夕

,
+ 几2夕

2)h + O (hZ)

由 入的定义知
几1少(t

,
+ h ) + 几2少(t

Z
+ h ) = 夕: + 夕

3h + O (h,
)

另一方面
,

1

~ , 。 .

~

, , 。 、

y L t 3

一 h ) = y 3十 y3h 一 石万y an
-
一 口Lh

‘

)

乙 二

( 1 0 )

比较(9)
、

( 1 0 ) 有

又1夕(t
,

+ h ) +
几2夕(t

:
+ h ) 一 少(r

3
+ h ) = O (h

Z
)

也就是(11)至少是二阶的
,

, ( ,
。

+
h ) 一 艺入

, ( ,
‘
+ h ) + O ( h

Z
)

( 1 1 )

2. 3 方程的简单递归方法

上节 2
.
2 已说明了简单递归法原理

,

这里讨论方法对方程的应用
。

如下初值问题有唯一的局部光滑解 贝t)

才
, 一

、

尸“
,

”

t 夕( o ) 一 夕。
( 1 2 )

( 1) 递归方法对 问题的要求比(12 )条件多些
。

如需 已知 。镇 t< T
,

上的 刃t)
,

方法给出

‘
) T 上的估值

。

对实际问题可以这样要求
,

已知 y
、
一 抓t*)

t、
= ih i = 0

,

l

,

2

,

…
,

n

方法给出 y (t
,

) 估值

t* = kh k > n

这种要求并不难实现
。

若递归态取二阶
,

n

)
2 即可

。
y
。 、

y
l 、

y
:

值可 由其他精度高的方法事

先算出
。

( 2) 态的计算

在 t 一 t‘处的态

一 F (t
, ,

y
,

) 三 尸

一 户 一 (F
:
+ F F ,

)

‘
( 1 3 )

.

y

”

y‘|之
l

记

夕
,

一 尸 y ,

一 户一

类似地计算 买
劫 k 一 3

,

4

,

…
。

所以
,

只要给出 y
:
一 y (t

,

)

,

即可求出 t
,

处的各阶演化态
。

V (
t

,

) 一 V
,

一 (y
, ,

y
, ,

…)
T

如果对解的未知值 贝t
*) 一 y ,

已被估算出
,

那么
,

相应的态 叭 即可得 出
。

( 3) 演化矩阵选取和解值估算

假设 y
,

和 i< k 处的 y
‘

均被确定
,

问题是估计 儿
+ , 。

简单计
,

仅取一阶态 V (t ) 一 (y
,

必
T 。

既然 y
、

已知
,

由此算出它们的态 {V
,

i
< k}

,

其中

任两 态 均 可 构 成 一个 演 化 矩 阵
。

从 中选 V 。 ,

叭
,

使 (Va
,

叭 )条件数 尽 量 地 小
,

自然 有

det(V
。 ,

V
,

) 笋 O
。

由(14)定义并计算 y
;
的演化系数
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_
{几
1
)

V 去
一 (F 一 y

‘
’
{

、2

{

(1 4 )

进而得出 为
+ :的估算公式

夕;+ 飞
= 又1 夕

a+ l
+ 又:苏+

1
(15 )

至此
,

完成了一步计算
。

重复以上算法估算 头
+ : ,

y
, + 3 ,

…
。

取一阶态来估算
,

至少可达在截断误差意义下的二阶精度
。

2. 4 演化系数的变率

在简单递归方法中
,

( 1
4) 式是精确的

。
y

*

的演化系数由(14) 唯一地求出
,

而估算式 (15 )是

近似的
,

因为 丫
*
与 头+

,

的演化系数不同
。

这里指出演化系数的变率估算方法
,

由此改善对 (15) 估算
。

记 t
。

一 t 一 尸, ,
t
。
一 t一 尸2

,

只

为固定常数
。

注意如下恒等式

才
y(‘’一 久1(‘’y (‘一 尸1’+ 又2(‘’y (‘ 一 尸2’

{ 夕(t ) = 几1(t)夕(t 一 P l) + 几2(t )少(t 一 I’2)
(1 6 )

记向量 以
,

(
t

)

,

几2(t) )
T
= A (t)

,

( 1 6 ) 式的向量形式为

V (t) 一 (V (t 一 P
,

)

,

V (
t 一 P Z))入(t)

求导上式
,

记 V
;
一 V (t 一 尸;卜

· ,

厌表示对矩阵元素求导
,

( 1 7 )

犷(t) = 厌(v
, ,

v
Z

) A (
t

) + ( v
、 ,

v
Z

) 入(t)

乃(t) = (v , ,

v
Z

)

一 ’

[护(t) 一 汉(v
, ,

v
Z

) A (
t

)
]

( 1 8 )

( 1 9 )

当取 t 一 t孟 ,
t 一 尸 ,

一 t。 ,
t 一 尸2 ~ t。时

,

( 1
9) 的右端是可计算的

,

为一个确定的向量 Q (t
,

)

入(t
.
) = Q (t

*
)

,

( 2 0 )

有近似式

入(t
*+ 1) = A (t

*
) + h Q (t

冷
)

由此改换估算式(15)
,

得到新估计
,

少*+ 1 = 又1(t
*+ ,

)
夕

。 + 1

+ 几:(t
*+ 1

)夕
。+ ,

其中 入(‘
+ ,

) 即(21 )式的分量
。

这种改善效果如何
,

尚待细致分析
。

不过飞若 h

优于 (14 )
。

应该指 明
,

尽管演化系数估计 (21) 是一阶的
,

但(22)远非是一阶的
。

( 2 1 )

( 2 2 )

充分小
,

估计将

确实还有改善演化系数估计(21) 的可能性
。

积分(19)( 两边皆为向量式 )

, ( ! ) 一 ”(!
。
) 一

{)

*
。‘了, d ‘

( 2 3 )

其中被积向量

Q (t) = (V
I,

V
Z

)

一 ‘

〔犷(t) 一 厌(V
, ,

V
Z

) A (
t

)
]

( 2 4 )

( 2
3) 是一个很特别的积分方程

,

其 中除含 明显的未知向量 A (t ) 外
,

向量 V
l ,

V
: ,

犷中还包

含未知函数 y (t )
。

从计算的角度看
,

若对 (t*
,

t) 上的抓t) 有充分多的估值
,

可以借 (23) 改善对 人(t) 的估计

效果
。

然 而
,

我们更大的兴趣在于方程 (23) 给出 y (t) 及演化系数 双t) 的一个重要关系
。

若把
y (t ) 视为一个可测量的动力系统半流

,

方程 (23)对重建动力系统会有意义的
。

2

.

5 一个有潜在意义的问题

递归方法的新意在于它更换了初值问题求解的对象
。

从针对
“

解函数
”

的传统观点转化成

求解
“

解的演化系数 久(t )
” 。

演化系数 (或称递归坐标)的概念更接近于方程的算子和动力系统
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的演化半群
。

递归方法有两个明显的特点
:

第 1
,

在计算过程中
,

可以随时增大或减小演化态或递归态 V (t) 的维数
,

使求解在不同时

刻粗
、

精程度不同
。

第 2
,

计算 t
,

时刻 y
*
的演化系数

,

可以选择 。镇 t < t
*
上两个时刻 t

。 、
t
, ,

由Va
、

V

。

求 V
,

的

演化系数
。

当然
,

必须要 ds t( 矶
,

v
,

) 尹 。
。

事实上满足这个条件的两时刻 t
‘ 、

t
,

有多种取法
。

这就可能

在 同一时刻 t
*
处有多种演化系数组(它们都是精确的)

。

由简单递 归法估算 头
+ :
将有多个近似值

。

记 Va
,

V
。 ,

V
乏

~
几~ 外

+ ,

(a

,

b) (t

。 ,
t
。

<
t
。
)

。

这

里
,

估算值 y
, 、 :

因 a
、

b 不同而不同
。

注意到重要的
“

外推算法
” ,

该算法是一种
“

算子插值
”

过程
。

取某一组权值 {凡
,

,

}

,

令最终的估算值 又
十 1

又
+ ,
一 艺。

,

。
走+ ,

(a

,

。) (2 5 )

显然
,

又
+1
的精度不低于每一个 头+

,

(a

,

b) 的精度
,

但恰当的权重会使夕精度大为提高
。

如何选定权函数有待研究
。

猜想
,

既便 (2 5) 作简单平均运算
,

算法会达到计算
“

绝对稳定
” 。

3 小 结

本工作的兴趣开始于对动力系统的观测描述和诊断研究
。

递归概念得到了与多步法或

R unge
一

K
ut

t a 法等效的结果
。

演化系数(坐标)是关键概念
,

由它们把
“

系统演化
”

和
“

解值
”

联系

起来
,

演化系数应该看成动力系统的一个度量指标
。
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