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拓扑分子格中 ST- 1、ST0及 ST1的分离性
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摘　要:在拓扑分子格中进一步讨论了 ST - 1的性质,引进了 ST 0、ST 1 分离性概念,

并研究了其相应的性质。
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文献[ 1]中利用 S T - 1刻画了元的层次结构, 并得到元的良导运算保并的 12个等价条件,

从而解决了王国俊1)提出的L -f t s中有待解决的10个问题中的第3个问题“( A ∨B ) d = A
d∨

B
d
的充要条件是什么?”本文在此基础上又得到了它的若干重要性质。类似于文献[ 1] ,我们以

分子格的极大点相通支为基础,定义拓扑分子格的 ST 0及 S T 1分离性,由此得到它们既强于

ST - 1 ,又与 S T - 1有区别的一些好的性质。

为讨论方便, 在分子格 L 中,本文用 C 表示极大点的相通支族, S K表示含点 K的极大点的
相通支, ( L a, Ga ) [ 2]表示 TM L ( L , G)的子空间。未说明的概念及符号见文献[ 1, 3～7]。

1　ST- 1的分离性

定理 1　( L ( M ) , G)是 ST - 1的充要条件是对 L 的任二点 x、y , 当 x < y≤S ( S∈C)时,有 Q

∈G( y ) ,使得 x≤Q。

证明　由 S T - 1的定义知必要性成立, 现证充分性。

若 S∈C, x、y≤S, yK x ,则 x< x∨y≤S。记 v = x∨y ,由条件知存在 Q∈G( v ) , 使 x≤Q ,

从而 y K Q(否则 x∨y≤Q ,与 Q∈G( v )矛盾) ,即 Q∈G( y ) ,从而( L ( M ) , G)为 ST - 1的。

定理 2　( L ( M ) , G)是 ST - 1的充要条件是对任意的 x< y≤S,有 yK x
- , 其中 S∈C。

证明　“充分性”对P x< y≤S , S∈C,因为( L (M ) , G)是 S T - 1的, 所以存在 Q∈G( y ) ,使得
x≤Q。因 L 为分子格,所以必存在分子 a≤y ,使 aK Q ,所以 Q∈G( a) ,而 x≤Q,由附着点定义

得 aK x
- ,于是 yK x

-。

“必要性”因对P x < y≤S ,有 yK x
- ,则存在分子 e≤y , eK x

- , 故取 Q= x
- ∈G( e) , x≤Q。

又因为 e≤y ,所以 yK Q,即 Q∈G( y ) ,使 x≤Q。由定理 1得( L (M ) , G)是 S T - 1的。

从定理 1及定理 2关于 S T - 1的两个等价命题可以看出, 定义 ST - 1的分离性可以用更明



确或更“弱”的条件,即只要在同一相通支中利用具有偏序的点来刻画就行了。

定理 3　若( L (M ) , G)是 S T - 1的, 则对 L 的任一非零点 x , x 的成份必为 x
- 的成份。

证明　因为( L (M ) , G)是 S T - 1的,所以( L (M ) , G)必是 T - 1的, 从而当 x∈M 时, x 必是 x
-

的成份。当 x | M 时, 假设 x 的成份不全是 x
- 的成份,记 A 1= {aAûA∈T 1 , aA同是 x 与 x

- 的成

图 1　菱形格 L 1

Fig . 1　Rhombic

lattice L 1

份} ; A 2= {aAûA∈T 2, aA是 x 的成份,但不是 x
- 的成份}。因 x≤x

-, 所以PA
∈T 2 , x- 中必存在成份 bA,使 aA< bA≤x- ,把这些 bA(A∈T 2 )的全体记为 B ,

同时令 yC∨{A 1∪B} , 显然 x< y≤x
-, 因 x 为 L 的点, 故v S∈C,使 x≤

S。由 y 的构造及 S 的定义知 x< y≤S。再由 ST - 1的定义及定理 1得 y

K x
- ,这与上述 y≤x

- 矛盾, 所以 x 的成份必是 x
- 的成份。

须指出定理 3的逆命题不成立。

例 1　如图 1菱形格 L 1,M = {a, b, c, 1} , G= { 0, 1, a, d} , ( L (M ) , G)

是 TM L。由定义易知 b
-= d, c-= d, 1= 1, a-= a, d-= d ,可见 L (M )中的所有

点 x 的成份均是 x
- 的成份。但因L (M )仅有一个极大点的相通支 S= 1, b

< d < S = 1, b、d 均为 L 的点, 而 b、d 的远域相同, 均为 0、a, 即PQ∈

G( d) ,都有 Q∈G( b) ,所以它不是 S T - 1的。

2　ST0的分离性

定义　设( L (M ) , G)是T ML , 如果对L 的任二点 x、y ,当 x≠y 时,存在P∈G( x ) ,使 y≤P

或存在 Q∈G( y ) , 使 x≤Q ,则称( L (M ) , G)是 S T 0 的。

由定义可得到下面两个结论。

( 1) ST 0的必是 ST - 1的,反之则不一定成立。

例 2　设 X = L = [ 0, 1] , G= { [K] ûK∈L } ,则( L
X , G)为 TM L。L

X 的极大点的相通支为 X

上的分明点 x 1 ( x 1∈[ 0, 1] )。对P x K< x L≤x 1(这里 0≤K< L≤1, x∈[ 0, 1] ) ,存在 P= [ K]∈

G( x L)使得 x K≤P ,所以( L
X , G)是 S T - 1的,但对 x K≠y K(K∈[ 0, 1] , x≠y )来说,定义中的条件不

成立,所以( L
X , G)不是 ST 0的。

( 2) ST 0的一定是 T 0的,反之不成立。

图 2　菱形格 L 2

Fig . 2　Rhombic

lattice L 2

例 3　如图 2, L = { 0, 1, d , b, a} , M = {d, b, 1} , G= { 0, 1, d , a} , 容易

验证( L (M ) , G)是T ML , 下面验证( L (M ) , G)是 T 0的。

对 d≠b,存在 P= d∈G( b) ,使 d≤P ;对 d≠1,存在 P= d∈G( 1) ,使
d≤P ; 对 b≠1,存在 Q= a∈G( 1) ,使 b≤Q ,总之,对P e, f∈M , e≠f 有 P

∈G( e ) ,使 f ≤P 或存在 Q∈G( f ) ,使 e≤Q, 从而( L (M ) , G)是 T 0的。

因分子格 L 中仅有一个极大点的相通支 S = 1, 故 a也是 L 的点,但

对 b< a 来说, 其远域都是 0和 d ,所以 S T 0 定义中的条件不成立, 因此

L ( (M ) , G)不是 ST 0的。

定理 4　( L (M ) , G)是 TM L ,则它是 ST 0的充要条件是 L 的任两点

x、y , 当 x≠y 时,有 G( x )≠G( y )。
证明　“充分性”设 L 的任两点 x、y , 且满足 x≠y。因( L (M ) , G)是

ST 0的,则v P∈G( x ) , 使 y≤P ,从而 P | G( y )或存在 Q∈G( y ) ,使 x≤Q ,从而 Q | G( x ) ,于是
G( x )≠G( y )。

“必要性”设( L (M ) , G)不是 S T 0的, 则有两点 x、y , x≠y ,使得对P P∈G( x ) , yK P ,从而
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P∈G( y ) , 即 G( x ) < G( y )。同时对PQ∈G( y ) ,有 xK Q , Q∈G( x ) ,即 G( y ) < G( x ) ,于是 G( x ) =

G( y ) ,与已知矛盾,所以( L (M ) , G)是S T 0的。

定理 5　( L (M ) , G)是 ST 0的充要条件是对 L 的任二点 x、y ,当 x≠y 时, 有 xK y
- 或 yK

x
-。

证明　“充分性”设( L (M ) , G)是 ST 0的,则由定理 4对 L 的任二不同点 x、y 有 G( x )≠
G( y ) ,不妨设 P∈G( x ) ,但P | G( x ) ,这时 y

-≤P, 所以存在分子 a≤x ,但aK P ,于是aK y
-,从而

xK y
-。

“必要性”对 L 的任二不同点 x、y , 取P= y
-, Q= x

- ,因 xK P 而 y≤P ,或 yK Q而 x≤Q ,得

( L (M ) , G)是S T 0的。

定理 6　若( L (M ) , G)是 S T 0的,则ûM* û≤2
X-( L (M) , G)

,其中 M
*
= {全体 L 的点}。

由定理 4可得一映射 f :M
*
→2

G
, f ( x ) = G( x ) , x∈M

*
,于是即得上述结果。

定理 7　(遗传性) ( L (M ) , G)是 ST 0的充要条件是它的每个子空间( L a , Ga )都是 ST 0的。

证明　充分性是显然的,下证必要性。

设 x、y 是 L a中的任两不同的点,则 x、y≤a, x≠y , 由极大点的相通支的性质知 x、y 也是

L 的二不同的点。由( L (M ) , G)是 ST 0的,则v P∈G( x ) ,使 y≤P 或v Q∈G( y )使 x≤Q ,又因

为 x、y≤a, 所以有 Pa= P∧a∈G( x ) , y≤P a或 Q a= Q∧a∈G( y ) ,使 x≤Q a, 从而( L a, Ga )是
ST 0的。

定理 8　(可积性) ( L , G)是{ L t , Gt} t∈T的积空间, ( L , G)是 ST 0 的, 则对P t∈T , {L t , Gt}是
ST 0的。

由文献[ 2]中定理 3. 1及上述定理 7即得此结论。

定理 9　( L (M ) , G)是可数个 TM L {L t, Gt } t∈T的积空间,则( L , G)是 S T 0 的充要条件是P t

∈T , { L t , Gt}是 S T 0的。

证明　必要性由定理 8得到。下证充分性。

设 x、y 为 L 中的任二点, x≠y ,则必存在 L 中的极大点相通支 Sx、Sy ,使 x≤Sx , y≤S y ,由

文献[ 2]中推论 1. 2知,存在 t1 , t2∈T ,有 L t
1
, L t

2
中极大点的相通支 S t

1
, S t

2
使 Sx= ( S t

1
) * , S y=

( S t
2
) * , 因此可设 x= ( x t

1
) * , y= ( y t

2
) * ,且 x t

1
≤S t

1
, yt2≤S t

2
。

1)若 t1= t2= t ,则由( L t, Gt)是ST 0的及 x≠y 即 x t≠y t 知一定存在P t∈G( x t) , 使 y t≤P t 或

存在 Q t∈G( y t)使 x t≤Qt ,因此有 p
- 1
t ( P t)∈G( ( x t ) * ) = G( x ) , 使 y= ( y t) * ≤p

- 1
t ( P t)或存在

P
- 1
t ( Q t)∈G( ( y t)

*
) = G( y ) , 使 x= ( x t)

*
≤p

- 1
t ( Qt )。

2)若 t 1≠t2 ,则 x t
1
是 L t

1
中的点, yt

1
是L t

2
的点,故对P P t

1
∈G( x t

1
)有 p

- 1
t
1
( P t

1
)∈G( ( x t

1
) * ) =

G( x )都使 y= ( y t
2
)
*
≤p

- 1
t
1
( P t

1
)。

综合 1)、2)可得( L (M ) , G)是 S T 0的。

3　ST1的分离性

定义　设( L (M ) , G)是 T ML , 若对 L 中的任二点 x、y ,当 xK y 时,有 P∈G( x ) , 使 y≤P ,

则称( L (M ) , G)是S T 1的。

下面我们先来讨论 S T 1 的等价命题。

定理 10　( L (M ) , G)是 ST 1的充要条件是对 L 中的任二点 x、y ,当 xK y 时,有 xK y
-。

证明　“充分性”因为( L (M ) , G)是 ST 1的, 所以对 L 中的任二点 x、y , 当 xK y 时,有 P∈

G( x ) ,使 y≤P。若 x∈M ,则据附着点定义得 xK y
-;若 x | M ,因L (M )是分子格,所以存在分子
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a≤x ,而 aK y ,由上证知 aK y
-, 从而有 xK y

-。

“必要性”设 x、y 为 L 中的任二点, xK y
-,则由已知 xK y

-及 L (M )为分子格知必存在分子

e≤x ,但 eK y
-,故存在 P∈G( e ) ,使 y≤P ,又因 e≤x ,所以 xK P , P∈G( x ) , 所以( L ( M ) , G)是

ST 1的。

定理 11　( L (M ) , G)是 ST 1的充要条件是 x
d( n)

= 0,其中 x 是 L 的点。

证明　“充分性”假设存在 a∈M , a为 x 的良聚点,则由文献[ 5]中定理 4. 2有 a≤x
- 且 a

K x ,这与定理 10矛盾,所以 x
d ( n)= 0。

“必要性”设 x、y 为 L 中的任二点 x、y ,满足 xK y ,因 y
d( n) = 0且 y-= y∨y

d( n) (文献[ 5]中

定理 4. 1) ,所以 y
-= y , xK y= y

-,由定理 10得( L (M ) , G)是 ST 1的。

定理 12　( L (M ) , G)是 ST 1的充要条件是 L 中的任一点 x 都是闭的。

证明　由定理11,若( L (M ) , G)是 ST 1的, 则 x
d ( n)= 0,于是由 x

-= x∨x
d( n) = 0得 x

-= x。反

之若有分子 a为 x 的良聚点,则由文献[ 5]中定理 4. 2得 a≤x
- 且 aK x ,而 x 为闭的, 即 x

-= x ,

则上式出现矛盾, 故 x
d( n)

= 0。

推论　( L (M ) , G)是 ST 1的,则 L 的每个元的良导元都是闭的。

这由文献[ 5]中定理 4. 6及上面定理 12得到。

由定义很明显可得到 ST 1] T 1; ST 1] ST 0] ST - 1 ,但其逆均不真。

例 4
[ 1]　设 X= [ 0, 1] , L = [ 0, 1] [ 0, 1] , A∈L

X ,规定 A 为闭集当且仅当A = 0, 1或ûSuppA û
< X- 且 x∈SuppA , ûSuppA ( x) û< X-, 记这种 A 的全体为 G, 则 G对有限并及任意交关闭, 所以

( L
X
, G) 是 TM L。在( L

X
, G)中, 每个分子 x K( K为 [ 0, 1]

[ 0, 1]
中的分子, 即 [ 0, 1]上的 F 点,

ûSuppKû= 1)都是闭集,所以( L
X
, G)是 T 1的,但 x 1| G,所以 x 1 不是闭集, 由 ST 1的等价命题

得它不是S T 1的。

例 5　设 L 为全层下格 L = { 0, K, 1} , X= { x , y } , G= { 0, 1, x K, x 1, y K, x K∨y K, x K∨y 1, x 1∨

y K} ,易证 G是 L
X 上的余拓扑, 所以( L

X , G)是 TM L。下面验证( L
X , G)是 ST 0的。

首先若 L
X 中的二点中有一点为 0,则显然满足 S T 0的条件,不妨设这二点为非零点, 而

L
X 中非零点仅有 x K、x 1、y K、y 1, 于是对 x K≠x 1 ( x K< x 1 ) ,存在 P1= x K∈G( x 1) ,使 x K≤P 1。

对 y K≠y 1 ( y K< y 1) ,存在 P 2= yK∈G( y 1) ,使 y K≤P 2。

对 x K≠y K, x K≠y 1, x 1≠y K, x 1≠y 1,由于 x 1 均是 y 1、y K的远域,所以只要取 P 3= x 1使得 x K

< x 1≤P 3, 从而对任意的二点 x、y , 当 x≠y 时均能满足 ST 0定义的条件, 所以( L X , G)是 ST 0

的。但( L X , G)不是 ST 1的,这是因为 G( x K) = { 0, y K) ,而 x KK y 1 ,不存在这样的 P∈G( x K) ,使 y 1

≤P。

类似于 ST 0分离性, ST 1分离性也具有遗传性、可积性。

定理 13　T ML ( L (M ) , G)是 ST 1的充要条件是( L (M ) , G)的每个子空间都是 ST 1的。

定理 14　( L , G)是{ ( L t, Gt) } t∈T的积空间, 又( L , G)是 ST 1的,则对P t∈T , ( L t , Gt)是 ST 1

的。

定理 15　( L (M ) , G)是可数个 T ML { ( L t, Gt ) } t∈T的积空间,则( L , G)是 ST 1的充要条件是

P t∈T , ( L t , Gt )是 ST 1的。

上述 3定理的证明类似于定理 7、定理 8、定理 9, 故略去。
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Abstract: In this paper, w e w ill go a step fur ther to discuss the proper ties o f S T - 1 separation

axiom , intr oduce the concept of ST 0, S T 1 separation ax iom and study their cor responding sep-

aration propert ies in the TM L.
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