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摘要:用概率统计理论证明了伴随同化方法的初始估计的优良性,给出评估伴随同化

方法效果的指标及其简单算法, 并用随机模拟验证。
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气象资料同化的重要性是众所周知的。从数学上来看,同化方法主要分为概率统计方法

(如 Kalman 滤波)和确定性方法(如伴随同化)两类。由于气象观测资料特别是卫星和雷达反

演资料,均存在一定观测误差。而四维同化,从本质上讲是使客观分析场趋于一种最优的状态,

这种状态使观测、分析、预报和初值之间的偏差达到最小
[ 1]
。因而, 无论是用概率统计方法还是

用确定性方法,四维同化的结果必然带有随机性。所以,从概率统计的观点,给出同化结果的误

差分析是很有必要的。

伴随同化方法是一种极为重要的同化方法, 它能把对气象资料的多次观测值与大气动力

学模式结合起来,求出初始场真实值的较精确的估计,也能在多个时段上使估计值适应模式。

本文将从理论上证明这种估计值比观测值更精确。

本文用概率统计理论[ 2～5]证明:伴随同化方法所得初始场估计值减少了误差, 伴随方法所

得初始场估计是无偏的,观测资料越长,效果越好。并且给出初始场估计优良性的指标——

RPC,证明它仅由模式及初值(即模型实际值)决定。论文还通过数值模拟证实了这一点。

1　数学模型

为了叙述方便,只考虑二维情形,三维情形原理是一样的。

设对于平面上坐标为( x , y )的点在 t时刻的部分气象资料(温度、湿度、风速、位势、⋯)形

成 p 维向量 u( t, x , y ) ,它满足方程

�u
�t = G( u)。 ( 1)

由于观测资料是离散的,设观测时刻为 s�t , s= 0, 1,⋯, N。观测地点为{ ( x i, y j ) �i= 1, 2,⋯, m;

j = 1, 2,⋯, n} , 令



Y( s) =

u( s�t, x 1, y 1 )

u( s�t, x 1, y 2 )

　　 �
u( s�t, x m, y n )

。

将( 1)式中微商化为差商后可得

u( ( s + 1) �t, x i , y j ) - u( s�t , x i, y j )
�t = G( u( s�t, x i , y j ) )。

写成向量形式即是

Y( s + 1) - Y( s) = �t�( s, Y)。 ( 2)

令 Yo( s)为观测值, Ya( s)为精确值, Ye( s)为估计值,误差

�( s) = Yo( s) - Ya( s)。 ( 3)

我们做两种考虑
[ 4, 5]
。

1)加法误差模型, 即误差与观测值大小无关,

�( s) =

c 0

c

�
0 c

�( s)。

其中 c 是 p 阶方阵, �( s) ～ N( 0, I mnp ) 。

2)乘法误差模型,即误差与观测值成比例, �( s) = Ya( s) # (

c 0

�
0 c

�( s) )。其中“# ”

是乘积符号, 表示矩阵对应元素相乘。由于 Ya( s)变化不大时, 乘法误差模型可以近似看成加法

误差,因此我们主要研究加法误差模型。

模型中待估的参数是初始场 Ya( 0) ,是以非线性形式出现的,所以此模型属于非线性统计

模型, 又因其分量个数 mnp 很大, 一般都在数千以上, 与常规非线性统计模型不同 [ 2～5] , 可称

为大规模非线性统计模型。常规非线性统计模型的计算方法不适用, 但大多数理论还是适用

的。下文 3节中我们将以非线性统计模型的方法讨论伴随同化模型。以下 E 表示数学期望, D

表示方差。

2　伴随同化过程

目标函数为

H = 1
2∑

N

s= 0

[ Y( s) - Yo ( s) ]′W[ Y( s) - Yo ( s) ]。 ( 4)

其中,W是对称权矩阵,气象学家常取W为对角阵。为了使 H尽量小,对( 2)式扰动得

�Y( s + 1) = �Y( s) + �t ���Y�Y( s) � F( s) �Y( s)。

反复迭代得

�Y( s + 1) = F( s) F( s - 1)⋯F ( 0) �Y( 0) ,　s = 1, 2, ⋯, n。 ( 5)

将( 4)式扰动得

�H = ∑
N

s= 0
[ Y( s) - Yo( s) ]′W�Y( s)。
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将( 5)式代入上式得

�H = ∑
N

s= 0
[ �Y( 0) ]′F′( 0)⋯F′( s - 1)W[ Y( s) - Yo( s) ]。 ( 6)

由此可见H 的梯度为

� H = ∑
N

s= 0

F′( 0)⋯F′( s - 1)W[ Y( s) - Yo( s) ]。 ( 7)

由 Y( 0)的适当初值出发得到 Y( s)的预报值(向前积分) , 再由( 6)式向后积分求得梯度,搜索使

H下降。迭代若干次后收敛, 即得到了 Y( 0)的估计值 Ye( 0)。

3　共轭同化效果的一个指标

为了估计共轭同化的效果, 我们很自然定义指标

R PC =
[ Yo ( 0) - Ya( 0) ]′W[ Yo ( 0) - Ya( 0) ]
[ Ye ( 0) - Ya( 0) ]′W[ Ye( 0) - Ya( 0) ]

( 8)

来估计同化效果。RPC越大,效果越好,但它是随机变量,具有不确定性。我们将证明这种不确定

性可以忽略不计。

为了得到( 8)式的理论值,我们在 Ya( 0)附近将 Y( s)线性展开,

Y( 0) ≈ B( 0) Y( 0) + b( 0) ; Y( 1) ≈ B( 1) Y( 0) + b( 1) ;⋯; Y( N ) ≈ B( N ) Y( 0) + b( N )。

其中, b( 0) = 0; B( 0)是 mnp 阶单位矩阵; B( s)是 mnp 阶常数矩阵, b( s)是 mnp 维常数向量。H

极小近似等价于

1
2∑

N

s= 0

[ B( s) Y( 0) + b( s) - Yo( s) ]′W[ B( s) Y( 0) + b( s) - Yo ( s) ]

极小,由此可得

Ye( 0) = [∑
N

s= 0

B′( s)WB( s) ] - 1

∑
N

s = 0

B′( s)W[ Yo ( s) - b( s) ]。 ( 9)

由( 9)式立得

E( Ye( 0) ) = Ya ( 0)。 ( 10)

( 10)式说明以下结论。

结论 1　伴随方法所得初始场估计是无偏的。

由( 9)式可得

D( Ye( 0) ) = [∑
N

s= 0

B′( s)WB( s) ] - 1

∑
N

s= 0

B′( s)WD( �( s) )WB( s) [∑
N

s= 0

B′( s)WB( s) ] - 1。 ( 11)

许多伴随同化论文实际上假设 D( �( s) )是对角阵, W= �[D( �( s) ) ] - 1 , 因而

D( Ye( 0) ) = �[∑
N

s = 0
B′( s)WB( s) ] - 1 < �W- 1 = D( Yo( 0) )。

由此可得:

结论 2　Ye( 0)的方差小于 Yo( 0)的方差, 即伴随同化方法有减少误差的作用。

结论 3　随着 N 的增大Ye ( 0)的方差变小,因而观测资料越长,同化效果越好。

由于矩阵大小的比较不能直观给出误差减少的量化估计,并且高阶矩阵计算极麻烦,我们

对( 8)式所定义的 RPC加以讨论。

由于
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W = [ D ( �( s) ) ] - 1 =

c c′ 0

�
0 c c′

- 1

=

( c′)
- 1

c
- 1

0

�
0 ( c′) - 1

c
- 1

,

由大数定律知当 mnp 趋于∞时
�′( 0) �( 0)

mnp
趋于 1,而实际上 mnp 确实很大(一般总在数千以

上) ,所以

1
mnp

[ Yo( 0) - Ya( 0) ]′W[ Yo( 0) - Ya( 0) ] ≈ 1。

另一方面,

[ Ye ( 0) - Ya( 0) ]′W[ Ye( 0) - Ya( 0) ] =

{ [∑
N

s= 0
B′( s)WB( s) ] - 1∑

N

s= 0
B′( s)WB( s) �( s) }′W{ [∑

N

s= 0
B′( s)WB( s) ] - 1∑

N

s= 0
B′( s)WB( s) �( s) } �

�′D�。
其中 �′= ( �′( 0) , �′( 1) ,⋯, �′( N ) ) , D 是正定阵。

由于 �′( i )相互独立, D= G′�G, 其中 G是正交阵, � 是对角阵, 当 � 中元素不很大时, 由

切比雪夫不等式

1
N �mnp

[ Ye( 0) - Ya( 0) ]′W[ Ye( 0) - Ya ( 0) ] ≈
t r�

N �mnp

可得:

结论 4　当 mnp 很大时, 系数 RPC由模式及初值(即模型实际值)决定。

4　实　例

我们以文献[ 6]中介绍的浅水模型为例,计算方法用有限元法,取 m= 15, n= 12, 在 N 取

5、10、15、20时比较同化结果。在加法误差模型中,对横向、纵向风速的误差都取为 30×�, �为
服从N ( 0, 1)的伪随机数,位势的误差为 1 000×�。对乘法误差模型, 我们取的误差都等于模

型精确值×0. 1×�,计算结果如下。
( 1)多次模拟表明, RPC的值只依赖模型和精确初始值, 不同伪随机数模拟出的差异不大。

从而验证了结论 4。

( 2)对乘法误差模型,观察次数与滤波系数如表 1。
表 1　乘法误差模型的观察次数与滤波系数

T able 1　Filter ing coefficients fo r differ ent number

of oberv ations in t he multiiplication er ro r model

观察次数 5 10 15 20

滤波系数 2. 3 2. 8 3. 4 4. 0

由此验证了结论 3。
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Abstract: The advantages of adjoint assim ilation to obtain a f irst est imate f ield have been

theorit ically pr oved w ith pro vavility stat ist ics and experimentally verif ied w ith ramdom ly

sampling simulat ion. T he index to evaluate the effect iveness of adjoint assimilat ion, as w ell as

the method for its calculat ion are given.
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