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用同伦算法求解带阻尼项的 n维 L i�nard型方程
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摘要: L i�nard型方程在限定条件下可用同胚理论证明其存在唯一周期解。在同胚理论的基础上,

验证了可用同伦算法求解方程边值问题的周期解, 给出了求取周期解的具体算法,并给出实例说明

此算法可行。
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HomotopyMethod for Solving the Periodic

Solution of L i�nard Type Equation

XU M in, ZHOU W e-i can

( School ofMathem atics and Phys ics, NU IST, Nan jing 210044, C h ina)

Abstract: H omeomorphism theory can be used to prove that the L i�nard type equation has only one per-i

od ic so lution in some restricted cond ition. Based on this prem ise, this paper d iscusses the feability o f using

the homotopy method to so lve the periodic solution o f the boundary va lue problem o f the lienard type e-

quat ion. A t last the concrete calcu lationm ethodology is g iven to solve the period ic so lu tion. The g iven ex-

amp le show s that the calcu lation is feasible.
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0 引言

本文将考虑带有 L i�nard型方程的边值问题

u d( t ) + I ( t, u ( t ) , u c( t ) ) + G̈ (u ( t ) ) = f ( t ) ,

u ( 0) = u ( 2P) ,

u c( 0) = u c( 2P)。

( 1)

其中: uI R
n
, G I C

2
(R

n
, R ) , f I C (R, R

n
) , f ( t+ 2P) = f ( t ), I: [ 0, 2P] @R

n @ R
n y R

n
。

L i�nard型方程在应用科学如动力学
[ 1]
,物理学,生物学中都有着广泛的应用, 因此, 自 20世纪 20年代

以来就有很多数学工作者运用多种方法
[ 2-5]
研究过这类方程,但前人侧重研究 L i�nard型方程解的唯一性,

而对方程的数值解研究甚少。自 20世纪 90年代以来,人们开始探讨使用同伦算法求解简单的 L i�nard型方

程周期解。前人在运用同伦算法求解 L i�nard型方程的周期数值解
[ 6-7]
时, 方程为: u d( t ) + Cu c( t ) +

G̈ (u ( t ) ) = f ( t ) (C为常对称矩阵 ) ,其阻尼项过于简单, 不切实际。当 |c |[ b
n
D1 ( +a + )时 (b, n, D1定义

见下面预备知识 ) ,满足本文定理条件。本文另辟途径, 证明在定理的约束条件下使用同伦算法是可行的,

最后使用不动点方法 (用初值问题求解边值问题的一种解法 )求解 L i�nard型方程的数值解, 并给出计算实

例,有效地推广了前人的结果。



1 预备知识

1. 1 关于 Li�nard型方程

设 X = { u ( t) u: [ 0, 2P] y R
n
, u ( t ) = (u i ( t ) ) n @ 1, u i I L

2
[ 0, 2P] }。定义内积:对 Pu, v I X,

(u, v ) = Q
2P

0 < u ( t ), v ( t ) > dt = E
n

i= 1
Q
2P

0u i ( t )v i ( t ) dt。 ( 2)

则 X为 H ilbert空间,其范数为 +u + = (u, u )。

记 D = {u u I X, u ci在 [ 0, 2P]绝对连续, u di I L
2
[ 0, 2P] , u i ( 0) = u i ( 2P) , u ci ( 0) = u ci ( 2P) }, i= 1, 2,

,, n。

线性算子 L: D yX由 Lu = - u d定义,则 L 为D 上的稠定自伴闭算子。图范数 # : X y R定义为+ |

u |+ = +u+ + +Lu+ , Pu I D。因图范数与 Sobo lev范数 +u+ + +u c+ + +u d+是等价的, 据 Sobo lev嵌

入定理
[ 7]
, D可以紧嵌入到 C

1
n [ 0, 2P],其中 C

1
n [ 0, 2P] = {u: Ry R

n
|u i在 [ 0, 2P]有连续的一阶导数 }。

因为G (u )有连续的二阶偏导数,记 Q (u ) = 52G (u )
5xi 5x j

,则 Q (u )对Pu I R
n
是对称阵。令

(Nu ) ( t ) = - G̈ (u ( t ) ) , t I [ 0, 2P]。 ( 3)

于是 N是连续可微的,且有

L + Nc(u ) = L - Q (u )。 ( 4)

设 Kk (u ) (k = 1, 2,, n )是 Q ( u )在 u I R
n
的特征值, 记 K1 ( u ) \K2 (u ) \ ,\Kn (u )。如果存在整数 N k,

k = 1, 2, ,, n, 有

N
2
k < Kk (u ) < (N k + 1)

2
, k = 1, 2, ,, n。 ( 5)

对于特征值问题

Lu - Q (u 0 )u = Cu。 ( 6)

其特征值可写为 C=m
2
- Kk (u 0 ) , k = 1, 2, ,, n,其中m 为某大于等于 0的整数, u0是 D中的固定点。由 ( 5)

式知, 零不是 ( 6)的特征值, 从而 L- Q (u 0 )是可逆的。

据自伴算子谱理论
[ 8]
:

+ [L - Q (u0 ) ]
- 1 + = {d ( 0, L - Q (u 0 )的谱 ) }

- 1
= ( m in

1[ k[ n
{ Kk (u0 ) - N

2
k, (N k + 1)

2
- Kk (u0 ) } )

- 1
。

定义: 若w 为连续映射,满足条件: w: R+ y R+ , w ( t ) > 0, t > 0, Q]
a

ds

w ( t )
= ] , a > 0,则称 w I 8。

引理 1
[ 9 ]  设G : R

n y R有连续的二阶偏导数,且 Q (u )的特征值满足 ( 5)式,令

D( +u+ ) = m in
tI [ 0, 2P]

m in
+ v+ [ +u+

m in
1[ k [ n

[ Kk (v ) - N
2
k , (N k + 1)

2
- Kk ( v ) ], D满足 Q

+ ]

0D( s) ds = + ] 。 ( 7)

则对于每个 fI X,边界值问题

u d( t ) + G̈ (u ( t ) ) = f ( t ),

u ( 0) = u ( 2P) , u c( 0) = u c( 2P)。
( 8)

有唯一周期解。

引理 2
[ 10]  设G 满足引理 1条件,且 D满足Q+ ]

0 D( s) ds= + ] ,则 Pu I D, L+N c(u )在X上可逆,且存

在常数 k, D1, D
- 1
1 I 8,其中 D

- 1
1 ( s) = 1+ (k + 1) D

- 1
( s) ,使得

+N c(u )v+ [ k+v +, Pu, v I D ,

+ [ L + Nc(u ) ]
- 1+ [ D( +u+ )

- 1
, Pu I D,

+ | [ L + Nc(u ) ]
- 1
h | + [ D1 ( +u+ )

- 1 +h+, Pu I D, h I X。 ( 9)

  引理 3
[ 10]  设G 满足引理 1条件,且 D满足 Q+ ]

0 D( s ) ds= + ] , I: [ 0, 2P] @R
n @R

n y R
n
, I = co l( I1, ,

In ), Ii = Ii ( t, x 1, ,xn , y1, ,yn )连续可微, 满足
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5I i
5x j

(a ) ,
5I i
5yj

(a ) [ b

n
D1 ( +a+ ), b < 1, Pa I R

n
。 ( 10)

则对于每个 fI X,微分系统

u d( t ) + I ( t, u ( t ) , u c( t ) ) + G̈ (u ( t ) ) = f ( t ) ,

u ( 0) = u ( 2P) ,

u c( 0) = u c( 2P)。

( 11)

存在唯一 2P周期解。

证明要点:当条件 ( 10)成立时, L +N + I: D yX为一同胚映射。

1. 2 关于同伦算法 [ 11]

对于一般的非线性方程组 F ( u ) = 0, uI R
n
而言,所谓同伦方法是用一簇映射: H: D @ [ 0, 1] < R

n @ 1 y

R
n
来代替单个映射 F,使得H (u, 0) = F (u ) - F (u

0
); H (u, 1) = F (u )。其中 u I D, u

0
是任给的初始向量。

令 H (u, t ) = F (u ) + ( t - 1)F (u
0
), u I D, t I [ 0, 1]。如果对每一个 t I [ 0, 1], 方程H (u, t ) = 0有解 u = u

( t ) , u ( t )连续,则 u表示 R
n
内的一条空间曲线,它的一个端点是初始值 u

0
= u ( 0) ,而另一个端点 u ( 1) = u

*

就是 F (u ) =H (u, 1) = 0的解。H (u, t )通常被称为同伦映射。同伦算法的一个特点是:扩大迭代法的收敛

范围或者寻求足够多的初始点。

引理 4
[ 11]  设 F: R

n y R
n
在 R

n
上是连续可微的,又假定对所有 u I R

n
, Fc(u )是非奇异的, 还假定 F 或

者是范数强制的,或者对所有 u I R
n
, +Fc(u )

- 1 + [ B,那么, 对任意的 u
0 I R

n
,存在唯一的映射 u: [ 0, 1] y

R
n
,使得同伦映射H (u, z ) = 0成立,其中H (u, z ) = Fu + ( z- 1)Fu

0
, 并且

u c( z ) = - Fc(u ( z ) )
- 1
Fu

0
,   P z I [ 0, 1];

u ( 0) = u
0
。

( 12)

引理 4中,条件+F c(u )
- 1 + [ B似乎很强,可考虑用 w ( +u+ )代替 B, 于是给出下面引理:

引理 5
[ 12]  设 f: E 1 y F 1是 C

1
映射, 又假设 f '( u ) I Isom (E 1, F 1 ) , 对每个 u I E1, + fc( u )

- 1 + [

w ( +u + ),这里 w: R+ y R+ - { 0}是连续的, 记M u = Q]
+ u+

1

w ( s )
ds, u I E 1, 则 B ( f (u ) ,M u ) < f (E 1 )且存在一

个开集 Au ,使得 f: Au yB ( f (u ),M u )是 C
1
微分同胚。如果 Q]

0
1

w ( s)
ds = ] , 则 Au = E 1且 f: E 1 y F 1是 C

1
全

局微分同胚, E 1, F 1为 Banach空间。

由引理 5可知,对任意固定的 t0 I [ 0, 1] , H (u, t0 )是 R
n
到 R

n
上的同胚, 从而存在唯一的 u ( t0 )使得

H (u ( t0 ), t0 ) = 0, 且由于 [H cu (u, t ) ]
- 1

= [ F c(u ) ]
- 1
存在,故 u = u ( t ) , t I [ 0, 1]是连续可微的。从而存在

r0 > 0,使得D 0 = {u I R
n
|+u - u ( t ) + < r0, t I [ 0, 1] } < Rn

,而+ fc(u )
- 1 + [ w ( +u+ ) ,所以 [F c(u ) ]

- 1
在

D 0上有界,即存在 B> 0, 使得 +F c(u ) - 1 + [ B, u I D 0。

2 主要结论

定理  若边值问题 ( 11)满足引理 3条件,则存在唯一的映射 u: [ 0, 1] y R
n
, 使得H (u, z) = 0成立,且满

足 ( 12)。

证明  令 ( Iu ) ( t ) = - I ( t, u ( t ) , u c( t ) ) , P t I [ 0, 2P ]。则 ( 11 )等价于 Lu + Nu + Iu = - f, 有

[ Ic(u ) v ] ( t ) = -
5I i
5xj

u ( t ) v ( t ) -
5I i
5y j

(u ( t ) ) vc( t ) , Pu, v I D, tI [ 0, 2P] ,由 ( 10)式可得,

+ Ic(u )v+ [ n# b
n
D1 ( +u+ ) ( + v+ + +v c+ ) [ bD1 ( +u+ ) + | v | +。 ( 13)

因为 L+N c(u ) + Ic(u ) = ( In + Ic(u ) [L+N c(u ) ]
- 1

) ( L+N c(u ) ),这里及下面提及的 In 为 n维单位矩阵。

令 P: Ic(u ) [ L+N c(u ) ] - 1
,由 ( 9)和 ( 13)式可知, Ph I X,

+Ph+ = + Ic(u ) [ L + Nc(u ) ]
- 1
h+ [ bD1 ( +u+ ) + | [ L + Nc(u ) ]

- 1
h | + [

bD1 ( +u+ ) # D1 ( +u+ )
- 1+h+ = b+h+,
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即 +P+ [ b < 1,故 In + P可逆,且 + ( In + P )
- 1+ [ ( 1- b )

- 1
, 又 L +N c(u )非奇异, 所以对特征值问题 Lu

+Nc(u 0 )u + Ic(u0 )u = ru中 rX 0,所以 L+Nc(u ) + Ic(u )可逆且非奇异,且有

[ L + Nc(u ) + Ic(u ) ] - 1
= [ L + Nc(u ) ]

- 1
( In + P )

- 1
。 ( 14)

由 ( 9)和 ( 14)可知, + [L +Nc(u ) + Ic(u ) ]
- 1 + [ ( 1- b )

- 1
D( +u+ )

- 1
,

令 D2 ( s) = ( 1- b ) D( s) ,则 D
- 1
2 I 8,且有

+ [ L + Nc(u ) + Ic(u ) ]
- 1 + [ D2 ( +u+ )

- 1
。 ( 15)

令 F (u ( t ) ) = Lu + Nu + Iu + f ( t ) , u I R
n
, F (u ) I R

n
, F (u )连续可微, F c(u ) = L +Nc(u ) + Ic(u )且 F c(u )非

奇异, + [F c(u ) ]
- 1+ [ D2 ( +u+ )

- 1
。

因为 F 满足引理 4所有条件, 所以存在唯一映射 u: [ 0, 1] y R
n
使 H (u, z ) = 0成立。

H (u, z) = Fu + ( z - 1)Fu
0
= Lu + Nu + Iu + f + ( z - 1) (Lu 0 + Nu0 + Iu0 + f )。

3 算法及应用算例

参照文献 [ 6-7]中所用方法,利用初值问题方法求解边值问题。

考虑初值问题

u d( t ) + G̈ (u ( t ) ) + I ( t, u, u c) = f ( t ) ,

u ( 0) = A,

u c( 0) = B。

( 16)

记其解为 u ( t, A, B) = u ( t, x0 ) ,其中 x 0 = ( A, B)
T
。定义 f1: R

2y R
2
, f1 ( x ) = (u ( 2P, x ) , u c( 2P, x ) ) T,记 F (x )

= f1 ( x ) - x。由解对初值的连续性定理可知 f1 ( x )连续可微,所以 F (x )也连续可微。显然,求解方程 ( 11)有

周期解等价于求解 f1 ( x )有不动点,亦即非线性方程组 F (x ) = 0的解。

问题 ( 16)等价于

w 1 c( t ) = A (w 1 ( t ) ) + E ( t ) ,

w 1 ( 0) = x0 =
A

B
。

( 17)

其中: w 1 ( t ) =
u

v
, v = uc, A (w 1 ) =

v

- ¨G ( u ) - I ( t, u, uc)
, E ( t ) =

0

e( t)
。将 ( 17)即边值问题 ( 16)的

解记为
u (2P, x 0 )

u c( 2P, x0
,由 ( 16)可知,可以用差分法求出该解。

F (x0 ) = f1 (x0 ) - x 0 =
u ( 2P, x0 )

u c( 2P, x 0 )
-

A

B
。

所以 F c(x0 ) = f1c(x0 ) - I。记 A = F c(xi ),则 F = f1c( xi ) - I。 f1 (x )的 Jacob i矩阵为 f1c( x ) =

5f1
5A

5f1
5B

5f2
5A

5f2
5B

。为

了避免计算过程中每次都计算 Jacobi矩阵 f1c(x ),可使用拟牛顿法求A i+ 1 =A i + $A。

令 $x = xi+ 1 - xi, $F = F (x i+ 1 ) - F ( xi ) ,则 $A = ( $F -A i$x )
$x

T

$x
T
$x
,从而大大减少了计算量。当 A i+ 1

出现奇异时,可以用阻尼牛顿法来加大对角元,使之非奇异。

( 12)式的解 u = u ( z)是式 ( 10)的解的同伦路径。作变换 e
- t
= 1- K,结合H (u, z ) = 0,可使 ( 12)变为:

du
dt

= - [F c(u ) ] - 1
Fu,

u ( 0) = u0。

( 18)

具体算法如下:
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( 1) 任取 x0,用差分法得出式 ( 17)的解
u ( 2P, x 0 )

u c( 2P, x0 )
,求出 F (x 0 )。

( 2) 用拟牛顿法求出 Fc( x0 )。

( 3) 对式 ( 18)使用 New ton迭代算法求出 x 1,设定容许误差为 10
- 5
,若 + x1 - x0 + [ 10

- 5
,则 x 1即为边

值问题 ( 10)的周期解, 否则转 ( 1)。

例  求方程 u d( t ) + G̈ (u ( t ) ) + I ( t, u ( t ) , u c( t ) ) = 2+ sint (其中 G̈ (u ) = 2u + 015sinu, I ( t, u, u c) =

011u + 011u c)的周期解。

解  Lu +Nu = - u d- 2u - 015sinu, N c(u ) = - 2- 015co su,设 Q (u )的特征值为 K,有 1
2
< 115[ K[ 215

< 2
2
。+N c(u ) + [ k = 215,因为 D( +u + ) = m in

tI [ 0, 2P]
m in

+ v+ [ +u+
m in
1[ k [ n

[Kk - N
2
k, (N k + 1)

2
- Kk ] = 015, D- 1

1 ( s ) = 1

+ (k + 1) D
- 1

( s) = 8,所以 D1 =
1

8
,令 b =

8

9
,此时 n = 1,

5I i
5xj

(a ) ,
5Ii
5yj

( a ) =
1

10
[ b

n
D1 ( +a + ) =

8

9
@ 1

8
=

1

9
,显然满足条件。而 D2 ( s) = ( 1- b ) D( s) , + [ L+Nc(u ) + Ic(u ) ]

- 1 + [ D2 ( +u+ )
- 1

=
1

9
@ 1

2

- 1

= 18。

方程满足引理 3的所有条件,进而满足定理条件,所以边值问题仅存在唯一周期解且可用同伦算法求解。

任取初值 A= 1, B= 0,根据上面具体算法,可以迭代求解得到 2P周期解的初值为 u ( 0) = 01974 165 8,

u c( 0) = - 41744 366 1。在得到初值解的基础上, 对于其周期解的整体分布可以借助 m atlab分析。
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